ARTIGOS

Caminhos
Minimos

em Transporte

APRESENTACAO

trabalho se divide em seis
O segmentos ou capitulos.

A introducido (capitulo 1) apre-
senta breve exame do conceito de
caminho minimo e estabelece o
isomorfismo que constitui a base
para o desenvolvimento do traba-
lho. Este exame é objetivo, simples
e direto, sem preambulos, conside-
racoes e discussdes de conceitos e
seus antecedentes. Nos seus topicos
aparecem o qué chamamos de lem-
bretes de principios de Otica ele-
mentar ginasiana. O ultimo desses
topicos enuncia o problema que se
torna objeto de andlise dos demais
capitulos.

Carlos Ernesto da Silva Lindgren

UFRJ — COPPE

O capitulo 2, a titulo de exempli-
ficacdo, se constitui da construcao
da rede de caminhos minimos tra-
cados sobre o territorio nacional,
a partir de Brasilia, utilizando a
conceituacao e a analogia introdu-
zidas. Ilustra e visualiza o proble-
ma em discussdo, destacando-se a
necessidade da criacdo de método
ou métodos que permitam a gene-
ralizacdo de tal problema.

Os capitulos 3, 4 e 5 apresentam,
em destaque, trés métodos que vi-
sualizam a generalizac8o desejada.
O destaque é feito de forma a per-
mitir que cada método seja anali-
sado distintamente pelos seus
méritos e facilidade de provavel
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expressao em linguagem de compu-
tagdo eletrdnica.

A conclusao, em se constituindo
do capitulo VI, sugere que métodos
mais sofisticados talvez sejam via-
veis, dado a existéncia de conheci-
mento que permite o tratamento
do mesmo problema onde se defi-
nem espacos taxonOmicos de di-
mensoes compativeis com o nume-
ro de variaveis consideradas. Apon-
ta, entretanto, limitacdes presentes
que exigiriam pesquisas comple-
mentares no estudo de proprieda-
des dos espacos taxondmicos n-di-
mensionais.

Duas observacoes significativas:
o corpo principal da tese — capi-
tulos 1 a 5 — contém poucas refe-
réncias Dbibliograficas. Justifica-
mos: os principios e conceitos de
6tica geométrica e as propriedades
de geometria euclidiana especifi-
cados sdo de natureza elementar,
néo constituindo, pois, matéria que
exija referéncia & Dbibliografia.
Além disso, nao ha embasamento
tedrico especifico que pudesse ser
mencionado como suporte para o
que se apresenta. Algumas idéias
basicas sao adiantadas em trabalho
de Warntz (1965), com posterior
discussdo por Lindgren (1967 e
1969). No trabalho de Warntz é
que se encontra a primeira suges-
tadc para a analogia do indice de
refracdo em um meio de propaga-
c¢do de raios luminosos e o valor
da terra no meio ambiente fisico
onde se identificaria o caminho de
minimo custo ligando dois pontos.
Os trabalhos de Lindgren pro-
curam generalizar a proposta de
Warntz e, assim, este conjunto de
informacOes se constitui na base
em que se fundamenta a presente
dissertacéo.

O problema foi proposto para o
autor por William Warntz (atual-
mente na Western University of
Ontario) ¢ William Bunge (Wayne
State University) em junho de
1965, quando era pesquisador visi-
tante na Universidade de Prince-
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ton. Os dois gedgrafos-matematicos
faziam parte de um grupe (Com-
munity of Mathematical Geogra-
phers, sediada na Universidade de
Michigan, Ann Arbor) do qual
faziam parte, entre outros, Waldo
Tobler e Frank Rens que, naquela
ocasido, lancavam os primeiros
fundamentos da computacao gra-
fica (computer graphics) aplicada
a geografia e, de forma mais abran-
gente, ao planejamento.

Segundo Bunge, a solugdo do
problema se considerava como ba-
sica a fim de viabilizar, por exem-
plo, o teste da teoria das locali-
dades centrais de Christaller em
que se procurava “achatar = endi-
reitar o espaco” (space flattening
and straightning) para que se pu-
desse, sobre o espaco assim trans-
formado, superpor a malha hexa-
gonal regular proposta pela teoria.
E a partir das tentativas entdo
feitas que se originam as intimeras
transformacodes do espago taxonod-
mico desenvolvidas por Tobler. Em
paralelo, Michael Dacey propde
seus modelos fisicos com o objetivo
de explicar a organizacdo =cond-
mica, central para o modelo de
Christaller.

E dentro, pois, daquele contexto
mais amplo, que marca o inicio do
desenvolvimento de uma vasta co-
lecdo de métodos e técnicas em
computacdo grafica, que se situa
o tema desta tese.

Uma vez proposto, em meados de
1966, foi submetida a Warntz e
Bunge o primeiro esbogo de solu-
cdo que, dado as condicGes de ge-
racdo das informacdes, fazia uso
de construcdes graficas. Dizia-se
que a principal justificativa para
o desenvolvimento da computacéc
grafica era o fato de se necessitar
dispor de técnicas que permitissem
a manipulacdo de problemas em
que a matematica das configura-
¢oes espaciais eram de dificil dedu-
cdo. No caso do problema do space
flattening and straightning que
se identifica como pertencente &



classe daquelas que exigem a deter-
minacéo de caminhos minimos,
esta problematica se configura
claramente.

Dali, portanto, se ter feito uso de
métodos geométricos ao se propor
a solucdo da questao.

Em 1967, quando a primeira so-
lucéo foi discutida na Universidade
de Harvard, abriu-se uma perspec-
tiva para a analise de varios ou-
tros problemas. Por exemplo, a
deformacao do espaco real carac-
terizado por uma representacio
em espaco taxondémico multidimen-
sional se tornou viavel. Isto foi
possivel dado que se associou a so-
lucado do problema ao método de
representagado de configuracdes
reais em espacos multidimensionais
que havia sido desenvolvido em
Princeton por este autor.

Na escolha do tema para esta
tese, portanto, se identificam uma
série de fatores que sugerem sua
significAncia para a area de
computagdo grafica, pelo menos
em termos de elaborag¢ido das eta-
pas a serem programadas ao mes-
mo tempo que viabiliza a percep-
cao de configuracoes espaciais
concebidas e representadas em es-
pagos taxondémicos multidimen-
sionais.

Acompanharam os esforcos ini-
ciais, entre 1965 e 1971, William
Warntz, Willlam Bunge, Waldo
Tobler, Frank Rens, Oscar Fish,
Michael Woldenberg, Carl Steinitz,
Eric Teicholz e Allan Schmidt a
quem estendo os meus agradeci-
mentes.

1 — INTRODUQAO
1.1 — Caminhos minimos

Considere-se a propriedade de
formas geométricas em espaco
euclidiano. No plano, espaco bidi-
mensional, o caminho minimo
entre dois pontos é o segmento de

linha reta definida pelos dois pon-
tos; em uma superficie, espacgo
bidimensional, mas que por condi-
cOes de sua geometria intrinseca
encontra-se imerso em um espago
tridimensional, o caminho minimo
¢ a geodésica definida pelos dois
pontos.

Estes caminhos minimos, deter-
minados por condicOes de proprie-
dades do espaco geométrico onde
sdo tracados, se alteram, entretan-
to, no momento em que se pressu-
pbée que a forma geométrica se
acha associada a propriedades fi-
sicas do espaco euclidiano onde se
encontra inserida. E o caso, por
exemplo, de se considerar um plano
que interseccione o plano de sepa-
racdo de dois espacos tridimensio-
nais de indice de refragao distintos,
I, e I, (figura 1).

No plano a, 0 caminho minimo
entre os pontos A e B percorrido
por um rajo luminoso pertencente
ao plano, que tivesse origem em A
¢ se dirigisse a B, sofre, de acordo
com as leis da 6tica, um desvio ao
encontrar o plano § de separacdo
dos espacos (meios) de indice de
refracdo diversos. O caminho mi-
nimo seria, entao, definido por
ACB; e ndo por ACB (segmentos
de linha reta AC + CB).

espago com indice
de refrocdo I

espogo com indice
de refragdo I

Figura 1

A pressuposi¢do que se faz a fim
de sugerir uma aplicacdo desta
propriedade em planejamento ur-
bano e regional e, especificamente,
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em transportes, é o de se identi-
ficar propriedade do meio urbano
que se consideraria andloga com
propriedade do meio ambiente
otico.

Uma propriedade do meio urba-
no assim identificada é o valor da
terra. Da mesma forma que se
pode pressupor uma variacdo em
todas as dire¢bes a partir de um
ponto do indice de refracdo do
meio 6tico, pode-se pressupor uma
variagdo em todas as direcdes a
partir de um ponto do valor da
terra no meio urbano.

.E evidente que o pressuposto
acima considera uma variacdo de
Ac de custo de terra para cada Ad
de distancia percorrida a partir de
um ponto qualquer. Mas este pres-
suposto de hd muito tem sido acei-
to como valido nas varias tentati-
vas de relacionar valor da terra
com distancia ou renda econémica
com distadncia. Diz-se que a cada
posicdo geografica corresponde um
valor de terra e o unico impedi-
mento a considerar como valido ao
pressuposto feito é de que esta
posicio geografica corresponde, na
verdade, a um ponto que repre-
senta uma area de lote, o que nos
leva a referéncia do valor do lote
e nao do valor associado ao ponto.
O pressuposto aqui introduzido
requer apenas que se considere um
lote de area tdo pequena quanto
se deseja fazer, isto é, infinitesimal,
de forma que esta area se identi-
fique com o préprio ponto que a
representa. Neste caso, se estaria
referindo, de fato, ao valor de terra
associado a um ponto que repre-
senta uma 4rea infinitesimal.

Se assim €, seria valido dizer-se
haver uma variacdo de valor de
terra a partir deste ponto (area
infinitesimal) em qualquer di-
recao.

Considere-se, entao, valor de
terra e indice de refracao analogos.
Indagar-se-ia qual o caminho mi-
nimo a percorrer a partir de um
ponto A até se atingir um ponto B
de forma que esta minimizacio de
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caminho resultasse em dispéndio
minimo de aquisicdo de terra na
uniao dos dois pontos.

No meio 6tico, o caminho mini-
mo fornece uma distancia minima;
no meio urbano, o caminho forne-
ceria a distincia associada ao
custo minimo da terra adquirida
e néo, necessariamente, a distan-
cia minima fisica que, como ji se
examinou, corresponde ao tracado
ou de segmentos de linha reta ou
de segmentos de linha geodésica.

1.2 — Construcdo do caminho

O diagrama de Huygens funda-
mentado has leis da refracdo em
meios Gticos de diversos indices de
refracdo € bastante conhecido (fi-
gura 2). O raio luminoso com
origem em A sofre uma refracéo
ao passar do meio de indice de
refracéo I, para o meio de indice I,
€ assim sucessivamente, Ao consi-
derarmos que A é um foco lumi-
noso do qual emanam vArios raios,
o efeito é dado pela figura 2. Os
pontos de encontro de cada raio

Figura 2

situado no meio de indice I, com
0 meio de indice I,, gera uma
curva. Cada ponto de encontro é
agora considerado como nova
fonte luminosa e os pontos de en-
contro de cada estrela de raios com
0 meio de indice I é uma nova



curva envelope. E assim sucessiva-
mente. Se tracamos o envelope das
curvas envelopes tracadas em tor-
no de cada ponto teremos, neces-
sariamente, a separagdo entre os
meios de indice de refracdo distin-
tos (figura 3).

Sz
Sz

Figura 3

DILUS/S.QI-ME.A,

Supondo-se, entédo, que se tenha
o ponto A, se deseja conhecer o
caminho percorrido pelo raio que
parte de A e atinge N. De acordo
com o diagrama de Huygens, o
procedimento deve ser iniciado em
N, tracando perpendiculares as
curvas S,, S;, S, S; e dai ao ponto
A, considerando-se que A esta
imerso no meio de indice de refra-
cdo I, (figura 4).

Sa

BILUS/S. a1- RCH

Caminho AN tragado a partirde A /
Figura 4

O diagrama de Huygens pode
ser construido a partir de N, por
exemplo, obtendo-se como resul-
tado uma série de curvas S’ que
tangenciarao as originadas com o
tracado a partir de A, nos pontos
onde o caminho AN encontra
Sl, Ss, Ss, S. (flgura 5)

olLUL/S O1-REN,

Figura 5

Os dois grupos de curvas sao
tangentes naqueles pontos, obten-
do-se o mesmo caminho o6tico se
0 percorremos de A na direcdo de
N ou se o percorremos de N na
direcdo de A.

1.3 — A analogia

Considere-se o indice de refracao
e o valor da terra analogos. Para
a construcdo do diagrama de
“custo minimo de aquisicAo de
terra” para percorrer o caminho
de um ponto A a um ponto M,
certos pressupostos devem ser
feitos.

Por exemplo, podemos supor que
4 ha de terra sao necessarios para
a construcao de um quilometro de
caminho (estrada). Além disso, em
cada ponto, dispoe-se de 10 mil
cruzeiros para a aquisicéo de terra.
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Entao, se ¢; é o custo da terra em
um ponto i, a distancia maxima
alcancada a partir de i é dada por
r; = 10000/4c; *, com r; em quilo-
metros. Como c¢; varia de ponto a
ponto, em todas as direcdes, par-
tindo de A teriamos as curvas S;
analogos as do diagrama de Huy-
gens (figura 6).

Figura 6

AM serd o caminho minimo per-
corrido entre A e M com um dis-
péndio minimo de recursos finan-
ceiros na aquisicdo de terra, sob
os pressupostos acima, isto é, 4 ha
de terra para cada quildmetro e
10 mil cruzeiros de recursos em
cada ponto.

Como no diagrama de Huygens,
0 mesmo caminho é obtido partin-
do-se de M na direcdo de A (fi-
gura 7).

1.4 — Generalizagdo e o enun-
ciado do problema

Duas generalizacdes sido facti-
veis. A primeira se refere ao tra-
cado dos caminhos minimos pro-

DILUS/5.01- RCN,

S3 Sq Ss

DILUS/S OMR C N,

Figura 7

priamente ditos ¢ que é analisada
a seguir. A segunda trata da gene-
ralizacdo da determinacao do
comprimento das distancias ana-
logas aos comprimentos dos raios
oticos (ver figuras 1 e 2).

Considere que as curvas S a
partir de A tenham sido tracadas.
E possivel determinar, como ja
descrito, o caminho de A a qual-
quer outro ponto. Na figura 7 te-
mos os caminhos AM e AN tracados
a partir de M e N na direcao de A.

Os mesmos caminhos sao obtidos
caso se tenham as curvas S cons-
truidas a partir de M e N (fi-
gura 8).

) onus /s Gr-REH

Figura 8

* B evidente que se obteria diferente valor para r;, alterando-se a Aarea necessaria para
a construgcio de um quildmetro de estrada ou o total de recurso disponivel em cada ponto.
O caminho minimo, entretanto, é unico, j& que depende de c¢;, constante, isomorfico com o

indice de refracéo.
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Embora as curvas S, S, S;, € S,
sejam tangentes as curvas S,’, S.’,
S,’, correspondentes a M e S,”, S,”,
S;”, S.”, correspondentes a N, a
propriedade de tangéncia das cur-
vas correspondendo a M e¢ N nio
se verifica. Isto, naturalmente,
impede que se trace imediatamente
0 caminho minimo que une M ¢ N.

Como, porém, toda a informacéo
para o tracado de MN ja se acha
configurado pelas construcoes fei-
tas, a determinagdo do caminho
MN exige que se identifique qual
o grupo de pontos situados nas
curvas S, S’ e S” definem o con-
junto de curvas em torno de M e
N que satisfacam a condicdo de
tangéncia (figura 9).

\\ \ \ [
\
\
TDT Iy
A .
P / J
4 / /
Figura 9
Dever-se-4, assim, proceder a

uma analise das propriedades des-
tes conjuntos de curvas de forma
a tornar possivel o tracado dos
caminhos minimos entre dois pon-
tos, uma vez configurada a infor-
macao a partir de um ponto qual-
quer A.

Problema: dada a informacéo a
partir de A, determinar o caminho
MN.

A solucao procurada para o pro-
blema proposto generaliza a ques-
tdo da determinacao dos caminhos
minimos. Verifica-se, porém, que,
até o momento, toda a analogia se
resumia no comprimento do raio
otico e no comprimento do cami-
nho minimo dentro de um meio
ambiente de indice de refracdo (ou

custo da terra) constante. O pla-
nejador, entretanto, percebe que
este caminho minimo é determi-
nado por uma série de outras va-
riaveis, além do custo da terra.
Propomos, entido, que o indice de
refracdo seja feito analogo a uma
variavel que expresse ou represen-
te, proporcionalmente, o conjunto
de variaveis que simultaneamente
influenciam a posicdo do caminho
minimo. Para isto sugerimos o uso
da composicdo taxondmica, bas-
tante conhecida e descrita em
Abler, Adams, Gould (1971), em
Lindgren (1976) e Petterle (1976),
por exemplo, e cuja expressao €

r, = \Vai + b4 4 ...ny

onde a;, by, ..., n; sdo os valores
dos fatores que influenciam, no
ponto i, o comprimento do cami-
nho minimo que por ele passa.
Desta forma, soluciona-se simples-
mente esta consideracdo de influ-
éncias multiplas, a0 mesmo tempo
que se percebe que o numero e ©
tipo de fatores influentes no ponto
i nf8o precisam ser, necessaria-
mente, 0s mesmos que os influen-
tes em um ponto j, particularmen-
tese a, b, ..., n sdo adimensionais,
o0 que se tem através da construcgéo
de indicadores relativos dos fatores
de mesma proporcao. Isto se con-
segue, por exemplo, através do
indice de Shevky-Williams-Bell
(Lindgren, 1976), ou com o calculo
dos scores de uma analise fatorial.
Por se tratar de indicadores e/ou
técnicas de amplo uso, nao procede
se conduzir analise da propriedade
da sugestdo feita com o objetivo de
se demonstrar sua validade.

2 — CAMINHOS MINIMOS
ORIGINADOS EM
BRASILIA

A figura 10 mostra os caminhos
minimos que partem de Brasilia e
alcancam algumas das capitais es-
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taduais. A construcio é imprecisa
e serve apenas como ilustracdo de
uma aplicacdo da analogia pro-
posta. As isolinhas correspondem
as ondas luminosas caso se esti-
vesse considerando Brasilia como
um foco luminoso.

U
ss20_/JPORTO ALEGRE

/; 6920

|

O tracado se inicia a partir do
conhecimento de trés dados basi-
cos. Primeiro, o valor da terra em
cada ponto da superficie. No caso,
tomou-se a informacdo indicadora
deste valor, o valor total da area
de uma microrregido que, dividida

Rotas de minimo custo de aquisi¢do de terra o
partir de Brasilia, em mil cruzeiros de 1970.

EXEMPLOS DE LEITURA DO MAPA:
a) No caminho Brasilia - Porto Alegre dispen-
de-se 6.300 mil cruzeiros na oquisicdo de
terra com faixa de 40metros de largura.

b) No caminho Brasilia-Fortaleza dispende-
~se 470 mil cruzeiros na aquisigdo de terra

com fu[xa de 40metros de largura.

ESCALA

DILUS /SO1-A.AV.

500 km

Figura 10



por sua area, nos fornece um valor
unitario por hectare. A segunda
informacao se refere & Aarea total
necessaria para a construcdo de
uma faixa de rodovia com 40 me-
tros de largura e mil metros de
comprimento, ou seja, 4 ha para
cada quilébmetro de estrada. A ter-
ceira informacéo é o total de re-
curso disponivel em cada ponto
para aquisicdo de terra. O compri-
mento de faixa de estrada que se
obtém a partir do ponto é, entéao,
r; = 10000/4c;, em quilometros,
onde c¢; é o valor unitario por hec-
tare, em cruzeiros de 1970.
Iniciemos a construcdo com
centro no ponto geografico Brasi-
lia, obtendo-se a primeira envol-
toria. Sobre esta, identificada a
posicdo de cada um de seus pontos
geograficos, construimos arcos de
circulo cujos raios variam de acor-
do com c¢;, isto é, de acordo com
a sua posicdo geografica. O valor
de c; no ponto é o valor unitario
por hectare correspondente a mi-
crorregiao a qual o ponto pertence.
Obtemos a segunda envoltéria,
tangente aos arcos de circulo tra-
cados. A construgéo € repetida até
se cobrir todo o territério nacional.

A construcdo do caminho mini-
mo se inicia no ponto de destino.
Por exemplo, tragamos o caminho
Brasilia—Recife a partir de Recife,
pois que o segmento do caminho
compreendido entre Recife e a
isolinha mais préxima a Recife ¢
perpendicular a isolinha. Referimo-
nos & figura 4 no capitulo I que
corresponde & construcdo de acor-
do com leis da otica geométrica ou,
se quisermos, ao teorema de Malus,
ao principio de Fermat ou ao prin-
cipio de Huygens, proposicdes que
tem significados equivalentes. Se-
gundo elas, ha uma importante
propriedade que passamos a e€xa-
minar.

Sejam S, e S, duas superficies
de onda, inseridas em meios de
indice de refracdo n, e n,, meios
estes separados pela superficie MN.

A figura 11 mostra o trago destas
superficies no plano do papel.

Os raios AB e EF sdo normais
a S; e os raios refratados BC ¢ FG
sdo normais a S,. Pelas proposicoes

DILUS /3,01- AAV.

Figura 11

da Otica, temos Lin; 4+ Ln, —
I'm; 4+ I'sn, que é o comprimento
do caminho 4tico minimo percor-
rido pela luz para ir da superficie
S, a superficie S,. Os tempos que
a luz emprega para seguir os cami-
nhos ABC e EFG sédo iguais.

No caso presente, pressupomos
que S, e S, sdo superficies de re-
fracio e assim temos, na figura 12,
o caminho 6tico minimo percorrido
pelo raio luminoso para ir da su-
perficie S, a superficie S;.

OILUS/S.07- A.AV.

Figura 12
Tem-se, ainda, ln, 4 Lh, —

I'n, + l.n.. Pela analogia pro-
posta, 1; corresponde a r; € n, a ¢,
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isto é, distancia alcancada com um
recurso constante em todos os pon-
tos onde o valor da terra é c,.

Tomemos dois pontos para os
quais correspondem rj, T, C; € Co,
para um recurso constante R.

R, = R/c; e r, = R/c, para uma
faixa unitaria de rodovia. Conse-
qgiilentemente r;¢c; = r:¢; = R, im-
portante verificacao para a inter-
pretacdo da figura 10. Esta in-
terpretacéo é, entéo, a seguinte:

Entre duas isolinhas consecuti-
vas o total de recursos investidos
na aquisicdo de terra entre dois
pontos localizados mas isolinhas
é constante.

Reportando-nos a figura 11,
concluimos que o total de recursos
na aquisicdo de terra para se ir de
A a B é igual ao total de recursos
na aquisicido de terra para se ir de
E a F. Idem, para se cobrir as dis-
tancias BC e FG, de forma que o
total de recursos dispendidos no
percurso ABC é igual ao total de
recursos dispendidos no percurso
EFG.

Nada hé, realmente, de extraor-
dinario nesta conclusiéo. E uma
conseqiiéncia do tragado que se
fundamentou nas leis da otica
geométrica. O leitor, porém, devera
refletir que quaisquer caminhos,
na figura 10, a partir de Brasilia
e que cruzem o mesmo numero de
isolinhas implicam o mesmo dis-
péndio de recursos, independente
do comprimento do percurso. Disto
resulta a cohseqiiéncia de que a
velocidade da luz é feita isomoérfica
com recursos disponiveis e mais o
fato de que o que se representa na
figura 10 sdo os caminhos de custo
minimo.

Dado estas observacdes que con-
sideramos extremamente impor-
tantes e significativas para o pla-
nejamento de transportes, na
medida em que c¢; pode ser consi-
derado como um valor que repre-
senta a combinacido localizada de
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uma série de fatores que influen-
ciam o posicionamento de uma via,
percebe-se a necessidade de exami-
nar métodos que permitam encon-
trar a posicdo do caminho de custo
minimo entre duas localidades
quaisquer. De acordo com os prin-
cipios até agora utilizados, a cons-
trucdo das isolinhas a partir de
dado ponto deveria ser feita a fim
de se tornar possivel o encontro da
posicdo dos caminhos que dele
partem.

Esta generalizacdo é tratada nos
capitulos seguintes.

3 — CAMINHO DE
MINIMO CUSTO:
PRIMEIRA
PROPOSTA DE
GENERALIZACAO

3.1 — Preliminares

Consideremos na figura 13 os
pontos A, B, C e D. Pressupomos
gque as isolinhas relativas a A e B
(8. e Sg, respectivamente) sejam
conhecidas, sendo duas delas, uma
para cada ponto, indicadas. De
acordo com a analogia discutida, o
caminho minimo de A e B para
qualquer outro ponto pode ser de-
terminado. Na figura temos indi-
cado os caminhos AB, AC, AD
relativos a A e BA, BC, BD relativos
a B. J4 foi examinado que AB =
BA. O problema da generalizacdo
é a determinacdo do caminho mi-
nimo entre C e D, isto é, CD = DC.

Um exame preliminar mostra
que os caminhos que se originam
em A cortam as isolinhas relativas
a este ponto, em pontos O,. O mes-
mo ocorre com o0s caminhos origi-
nados em B, que cortam suas iso-
linhas em pontos P;. Os caminhos
e as isolinhas s@o perpendiculares
no ponto de contato.

Para todos os caminhos origina-
dos em A e todos os originados em
B, existe um e apenas um caminho



ao longo do qual o ponto O; coin-
cide com o ponto P;. Neste ponto,
identificado como O = P na fi-
gura 13, as isolinhas admitem uma
tangente comum.

iT (tongente comum o S, e Sg)

Figura 13

Admitamos que todos os cami-
nhos originados em C e D sejam
conhecidos; podemos conceber que
0o caminho AB é obtido de forma
a ter propriedades de duas super-
ficies, individualmente geradas ao
longo de todos os caminhos de C
e de todos os caminhos de D. Ha
neste pressuposto a implicagdo de
que, de alguma forma, o caminho
AB esta relacionado com a inter-
secao destas duas superficies. Pic-
torialmente expressamos este pres-
suposto na figura 14.

Justifiquemos este fato com um
exemplo de como estas duas super-
ficies podem ser geradas e como
sua intersecdo pode ser relacionada
ao caminho AB.

DILUS/S 01 - ME A 0

Figura 14

A figura 15 mostra um caminho
originado em C até um ponto N
de AB, um caminho originado em
D até o mesmo ponto e algumas
isolinhas relativas a C ¢ D. Para
nossos propositos, suponhamos que
CND é um caminho minimo.

No ponto S; o caminho minimo
tem certa curvatura C.; no ponto
S,, uma curvatura C.. Se conside-
ramos o caminho CR e um cami-
nho DR e marcamos suas intera-
¢ées com as isolinhas tangentes
em S, pode-se concluir que as
curvaturas nestes pontos, R; e R.,
s@o distintas. Pressupondo que o
ponto R se aproxima de S,, as
curvaturas variam até se iguala-
rem em valor no ponto S;.

D
Figura 15

BULUS/5 01w g,

Movendo o ponto R ao longo do
caminho AR na direcio de A, co-
brimos todos os caminhos origi-
nados em C e em D e terminando
em um ponto de AR.

Consideracées similares podem
ser feitas tomando-se o ponto T
que se move na direcdo de B ao
longo do caminho BT e pressu-
pondo que os pontos X e Y se mo-
vem na direcdo de C e D ao longo
dos caminhos CX e DY (figura 16).

Conclui-se que existe uma rela-
¢ao entre os caminhos originados
em A e em B com os originados
em C e D. Estabelecendo-se esta
relagdo, se todos os caminhos, por
exemplo, originados em A € em B

345



(3} oius/s a1-wE s,

Figura 16

sao conhecidos, sera possivel deter-
minar o caminho CD levando em
consideracdo o seguinte (ver fi-
gura 15):

a) em um caminho AS; um
ponto R coincide com S; de CD;

b) em um caminho BS, um
ponto T coincide com S, de CD.

Estas condicbes podem também
ser declaradas da forma que se
segue (figura 17).

ONUE/5 00 ~med,

Figura 17

O ponto S; é obtido quando R,
coincide com R, ou quando T, coin-
cide com T., considerando que estes
pontos se movem nas isolinhas re-
lativas a C e D.

Como as isolinhas relativas a C
e D nio sdo conhecidas, podemos
fazer uso de uma outra forma al-
ternativa de declarar a condicdo
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(figura 18): dois caminhos, um
originado em A e o outro originado
em B, se cortam em um ponto S,
de CD.

OULUS/S 01 ME A D

Figura 13

O problema seria simplesmente
resolvido na maneira indicada se
soubéssemos quais ©os caminhos
originados em A encontram os
originados em B em pontos do
caminho CD. Conseqiientemente,
uma solucdo se apresenta: definir
duas superficies ¢, e ¢», uma rela-
cionada aos caminhos originados
em A e a outra aocs originados em
B; as superficies se interceptam ao
longo de uma curva cujos pontos
estdo relacionados a pontos como
S; de CD.

3.2 — Solugéo proposta

A questao se centra na geracio
de duas superficies de forma que
uma relacdo biunivoca é mantida,
ponto a ponto, entre caminhos e
curvas na superficie. Ao mesmo
tempo, as superficies devem ser
geradas por método que leve em
consideracao propriedades caracte-
risticas do caminho em um ponto
gqualquer.

Como os caminhos s@o curvas
planas, em cada ponto temos uma
curvatura C Unica, ¢ uma unica
tangente t;.



No ponto de interacéo do cami-
nho com a isolinha procedemos,
entdo, as seguintes construcoes:

a) determinar a curvatura C
do caminho;

b) determinar a tangente t; ao
caminho e a tangente t, a isolinha
— estas tangentes sdo perpendi-
culares;

c¢) com centro no ponto, cons-
truir a esfera de raio C;

d) determinar o plano § tan-
gente & esfera, paralela a t, e fa-
zendo com o plano o das duas
curvas (caminho e isolinha) um
adngulo 4 (figura 19). A intersecéo
do plano  com o plano o € a tan-
gente t; devem se encontrar em
lados opostos em relacdo ao ca-
minho.

Define-se a superficie ¢ tangente
a todos os planos f; nos pontos P,
Em conseqiiéncia:

1) a normal n a superficie no
ponto P (n é perpendicular a f)
e a perpendicular p ao plano a no
ponto 0 fazem um &angulo igual
a a;

2) o plano (n — t;) corta o
plano B ao longo de uma reta s

by

paralela a intersecdo a X f — X;

3) oplano (n — t;) pertencente
ao ponto P corta o plano 8 ao longo
de uma reta y perpendicular a x;

4) as retas s e y sdo, respecti-
vamente, as projecoes de t, e t, do
planoc «, sobre o plano 3, na direcio
da normal n.

Enunciamos, entdo, o seguinte
problema: dado um ponto P na
superficie ¢, determinar as tan-
gentes a isolinha e ao caminho
minimo correspondente ao ponto 0
do plano o (figura 20).

A solucio se obtém determinan-
do o plano f tangente a superficie
¢ no ponto P. Dado a geracido da
superficie ¢, o plano § faz com o
plano « um angulo 4. Encontramos
a intersecao dos dois planos, reta x.
Por P tracamos a paralela s a x
e a perpendicular y a x. Projeta-

7 iselinha

caminho

OP=C {raic do esfara), t| L1, o uta,

Figura 19

s/x oy Lx

Figura 20

mos s e y sobre o plano o na dire-
cao de n para se obter t, e t; tan-
gentes, respectivamente, a isolinha
€ ao caminho minimo que passa
por 0, projecdo de P sobre o na
direcio de n.

Procedemos, entdo, com a gera-
cao das superficies ¢; € ¢.. A pri-
meira € gerada ao longo dos cami-
nhos originados em A e a segunda
ao longo dos caminhos originados
em B. Que ¢, e ¢, nio coincidem
pode ser demonstrado como se
segue.

A um ponto T, intersecdo de
caminhos gerados em A e em B
(ver figura 21), corresponde em ¢,
um ponto T, obtido em funcao da
curvatura C, e tangente em T de
AT, Ao mesmo ponto T corres-
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ponde em ¢. um ponto T, obtido
em funcido da curvatura C, tan-
gente em T de BT.

Geralmente, C; == C. e T, ¢ T,
nao coincidem; € mesmo que
C,; = C; os pontos ainda néo coin-
cidem porque os planos tangentes
as esferas de raio C; = C, nao
coincidem.

Figura 21

Assim, a intersecio ¢; X ¢, —
curva ¢ é determinada tendo-se ja
visto que esta curva é relacionada
ac caminho CD.

A curva ¢ tem interessantes pro-
priedades, derivadas como se segue.

Impondo a condicido de que, em
cada superficie, o angulo 4 entre
o plano tangente f; ¢ o plano a
permaneca constante, obtemos
duas superficies ¢: € ¢, que nao
apresentam um maximo, isto §é,
ndo ha planos tangentes a super-
ficie paralelos ao plano a.

Considere-se o ponto S; no cami-
nho CD. Para determinar o corres-
pondente ponto S’ na superficie ¢,
encontramos a curvatura C; de
AS; em S,. Para determinar o cor-
respondente ponto S” na superficie
¢» encontramos a curvatura C. de
BS, em S,. 8’ ndo coincide com S”
particularmente porque as tangen-
tes em S, de AS, e de BS; néo
coincidem.

Levando em consideracdo que
nenhuma das superficies tem um
maximo, sua intersecio é uma
curva em cujos pontos podemos
passar planos tangentes as super-
ficies ¢, € ¢. A um ponto da curva
corresponde um ponto em caminho
originado em A e um ponto em ca-
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minho originado em B, nao coinci-
dentes e, portanto, nio pertencen-
tes ao caminho CD. Os dois pontos
sao, entretanto, simétricos em re-
lagdo a CD. Este fato é demons-
trado levando-se em conta que
todos os planos tangentes a ¢, €
¢» em pontos da curva e, geram
uma superficie de constante incli-
nacéo em relacdo ao plano o. Para
uma superficie deste tipo, os planos
tangentes sdo também ftangentes a
um grupo de cones, de angulo
constante, cujos vértices sdo pon-
tos da curva = e cujos eixos sido
perpendiculares a o (figura 22).

{cominho €D

Figura 22

A figura 22 mostra a relacdo
entre um ponto K de ¢ ¢ os pontos
K, e K, de a. K; é ponto de cami-
nho originado em A e K, é ponto
de caminho originado em B. No
plano a, o lugar geométrico de
pontos K, é a curva & e o lugar
geométrico de pontos K, é a curva
¢2. Bstas duas curvas sdo também
a intersecdo das duas folhas da
superficie de constante inclinacéo
em relagdo ao plano o e, mais im-
portante, sdo simétricas em relacéo
a curva ss, lugar geométrico dos
centros S; das bases dos cones.

Assim, relacionando a curva ¢ a0
caminho CD devemos ter as se-
guintes condicoes satisfeitas:

a) a um ponto K de & corres-
ponde um ponto K; de um cami-
nho originado em A ¢ um ponte
K. de um caminho originado em B;



b) os pontos K; e K; 580 simé-
tricos em relacdo ao caminho CD.

Verificamos que a curva g satis-
faz as duas condicdes acima: K; €
K., sdo pontos em caminhos origi-
nados em A e B, simétricos em
relacéo a es.

Finalmente, portanto, a curva g,
projecdo ortogonal de s sobre o
plano o é o caminho minimo CD
procurado.

Permanece, porém, para ser re-
solvida a questdo da determinacao
do valor a ser designado para as
isolinhas. Isto é necessario porque
se desejamos determinar a posicao
destas isolinhas, procedimento se-
melhante deveria ser seguido tra-
balhando-se com os pontos A, B e
C e um ponto E. Neste caso, deter-
mina-se 0 caminho minimo de C
para E (figura 23). K; e K, sdo
pontos dos caminhos originados em
A e B, correspondentes ao ponto K
de =.

A solugdo para este problema
pode ser obtida em funcéo do valor
das curvaturas das isolinhas nos
pontos K; e K,, conforme relacio-
nadas as curvaturas das secOes
ortogonais normais as superficies
¢; € ¢2 NO ponto correspondente K.

Referindo-se a figura 21, no pla-
no o construimos a elipse cujo eixo
major é proporcional a I,(g: + 02)
e cujo eixo menor é proporcional a
21, \/010s, Sendo o; € 02 as curva-
turas das isolinhas € I; e I, sdo os
valores associados as isolinhas que
tenham tangente comum.

No plano $ construimos a elipse
cujo eixo maior é (C; 4 C:) e cujo
eixo menor é 2./C,C,, sendo C, e
C. as curvaturas das duas secdes
ortogonais normais.

Ao final do capitulo, justifica-
mos a escolha para estes valores
para comprimentos dos eixos das
elipses.

Prosseguindo, pela figura 24,
verificamos que a proporcionali-
dade entre os eixos maior ¢ menor

da elipse no plano o é tal que sua
projecdo no plano § na direcdo da
normal a § é a elipse neste plano.
Devido a projecao e porque os
eixos t;, e s sdo paralelos, temos

G; (I (01 + 02)) = (Ci + Cyo)
(GaIs V0102) €Os & = \/C:,Cs

sendo G; e G. constantes de pro-
porcicnalidade.

As duas relagdes sdo funcdes de
I, I,, 01 € 0. Mas as superficies ¢,
e ¢» podem ser geradas em funcao
de o0, ou de g2 no lugar da curva-
tura do caminho minimo. Assim,
se resolvemos o problema traba-
lhando alternadamente com po; €
g2, 0 mesmo caminho é obtido e
as curvaturas das isolinhas em
pontos ao longo do caminho, origi-
nados em C ou em D, sdo deter-
minadas.

Portanto:
’ Cl + C2
L =G,y = ——
! ta pr + po
I; = G2 I2 = ——'\/Cl 02
cos é; \/pl Po

obtendo-se valores proporcionais a
I, e a I, ou seus valores reais se
G; e G: sdo conhecidos. G; € G»
dependem da relacdo entre I, e I,
mas verificamos que néo seria ne-
cessario determinar que relacdo €

Figura 23
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esta, podendo-se perfeitamente

operar com I’y e T’.

Figura 24

;

€, v €y

6 1,(8,4€)
Elipsa o plano mana-as

Figura 25

Elipse no plone o

Observacoes:

a) na construcdo das elipses
da figura 24 os valores dos eixos
maior e menor séo tais que seria
possivel relaciona-los a indicatriz
de Dupin. Nesta indicatriz os eixos
maior ¢ menor sdo iguais, respecti-
vamente, a (K; + K.) e 2v/K:K,
onde K; e K, sdo as curvaturas das
secbes principais da superficie no
ponto considerado na superficie;

b) na figura 15 o ponto N é a
intersecdo de quatro superficies,
01, 02, M € Ay geradas ao longo dos
caminhos originados em A, B, C
e D, respectivamente. Na figura 18,
o ponto S, é a intersecdo de quatro
outras superficies geradas ao longo
dos caminhos originados em A, By,
CeD.
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4 — CAMINHO DE
MINIMO CUSTO:
SEGUNDA PROPOSTA
DE GENERALIZACAO,
COM APLICACAO NA
DETERMINACAO DE
CAMINHO DE
MINIMO TEMPO

Na figura 26 tomemos o ponto L
de CB e o ponto G de AD, tracando
0s caminhos AL e BG.

Figura 26

Podemos declarar, de uma forma
geral, que as curvaturas nos pon-
tos de AL sdo distintas das de BG
€ que, mesmo que encontrassemos
pontos onde as curvaturas fossem
iguais, certamente as tangentes
nestes pontos seriam distintas.

Permitindo que o ponto L se
aproxime de B, ¢ G se aproxime
de A, obtemos os caminhos AB e
BA coincidentes, para o qual as
tangentes nos pontos de AL = AB
coincidem com as tangentes nos
pontos de BG = BA.

Pressupomos, a seguir, que os
caminhos originados em C e D sio
conhecidos (figura 27).

Neste caso, os seguintes pressu-
postos sdo validos:

G se desloca ao longo de DA até
coincidir com A;



Figura 27

6 se desloca ao longo de D4 até
coincidir com V;

8 se desloca ao longo de DC até
coincidir com N;

L se desloca ao longo de CB até
coincidir com B;

3 se desloca ao longo de C1 até
coincidir com T,

7 se desloca ao longo de CD até
coincidir com N

5 se desloca ao longo de 4D até
coincidir com V;

2 se desloca ao longo de 1C até
coincidir com T;

L se desloca ao longo de CB até
coincidir com B;

1 se desloca ao longo de DB ateé
coincidir com B.

Em conseqiiéncia, pontos dos ca-
minhos AB ou BA sao obtidos da
seguinte forma:

A se encontra na intersecdo de
C4 e DG;

B se encontra na intersecdo de
CL ¢ Di;

N se encontra na intersecéo de
C7 e D8.

Para os pontos V e T, as seguin-
tes consideracdes devem ser leva-
das em conta (figura 28).

Existe um caminho CJ que leva
K de AL em coincidéncia com V

e um caminho DF que leva X de
BG em coincidéncia com T. Assim:

V se encontra na intersecdo de
CJ e D4;

T se encontra na intersecio de
Cl = DF.

Na nossa primeira proposta de
generalizacdo (capitulo 3) vimos
que ao longo dos caminhos origi-
nados em C e D podemos gerar
duas superficies A; e A, e que estas
duas superficies néo coincidem,
embora sejam caracterizadas pelo
fato de planos tangentes a pontos
que lhes pertencam facam com o
plano o dos caminhos uma angulo
igual a 4, constante. Estas super-
ficies, necessariamente, se cortam
ao longo de uma curva ¢’ cuja pro-
jecdo ortogonal sobre o plano o é 0
caminho AB.

Figura 28

Gerando-se as superficies ¢; € ¢»
a0 longo dos caminhos originados
em A e B, sua intersecéo, curva e,
projetada ortogonalmente sobre o
plano o, produz o caminho CD.

Estas relacdes aparecem, entao,
expressas de forma planar, no
plano a, como mostram as figuras
27 ¢ 28. No caso, estamos pressu-
pondo o conhecimento dos cami-
nhos gerados a partir de C e D ¢
a posicao dos pontos A e B. Pro-
cura-se o caminho AB. A solucio
se obtém através de um processo
de geracdo de equacoes dos cami-
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nhos CA, CB, DA e DB. Sobre estes
caminhos tomam-se pontos mo-
veis 4, L, J e F. Neste caso, os
caminhos CJ, Cl, D4 e DF séo
imediatamente encontrados pelo
meétodo direto (capitulo 2). Trata-
se de determinar a posicdo dos
pontos V e T de forma a se obter
os pontos auxiliares 2, 3, 5 € 6 sa-
tisfazendo condigcdes de pertinén-
cia aos varios caminhos indicados.
Basicamente, trata-se de um pro-
cesso iterativo de programacio
direta.

A configuracido apresentada nos
Serve, agora, para propor uma ex-
tensdo. da determinac@o de cami-
nhos de minimo custo para a
determinacéo de caminhos de mi-
nimo tempo de particular interesse
para o transporte aéreo. Esta
transicio € diretamente obtida,
pressupondo-se que o caminho de
minimo custo se transforma no
de minimo tempo por meio de ve-
tores cuja magnitude e direcdo
varia de ponto a ponto ao longo
do caminho. A magnitude e a dire-
cdo do vetor sdo funcoes de fatores
que influenciam, sm cada ponto,
o tempo de deslocamento entre
dois. pontos.

Considera-se, pois, o caminho
minimo AB da figura 29, as isoli-
nhas relativas a A ¢ B e um ponto
N. Estas isolinhas admitem a mes-
ma tangente no ponto N.

Se aplicamos nos pontos da iso-
linha I relativa a A seus respectivos
vetores, obtemos a isolinha I, a
qual o caminho de minimo tempo
(AB). é perpendicular (figura 30).
_ Ao ponto N corresponde um ve-
tor que o transforma no ponto N..

A determinacdo do caminho de
minimo tempo BA e que nio coin-
cide com o caminho de minimo
tempo AB depende da determina-
cdo da posicdo das isolinhas T,
transformacoes de T, isolinhas re-
lativas a B. Deseja-se, entao, veri-
ficar se, conhecida a transforma-
cdo de I, em I, é possivel encontrar
a transformacdo de T, em T..
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Figura 29

A solucao que propomos leva em
consideracdo todos os caminhos
originados em A, conhecidos, ¢ as
magnitudes e direcdes de todos os
vetores correspondentes a cada
ponto do plano dos caminhos e
isolinhas.

Figura 30

Na figura 29, como N é o ponto
de T, ¢ a este ponto corresponde
um vetor unico, concluimos que
N: é o ponto de T, Assim, N, é a
intersecao de I; e T..

Tragamos a seguir qualquer ca-
minho minimo originado em A e
determinamos o ponto S onde este
caminho corta a isolinha 'T,. Por
S passa uma isolinha I, relativa a
A e cuja correspondente I’ pode
ser determinada. Assim, a A cor-
responde o ponto S; de I’;, mas
pertencente também a T, Se isto
é feito para todas as intersecdes S;
de todos o0s caminhos originados
em A com a isolinha T, relativa a
B, obtemos todos os pontos da iso-
linha transformada T, (figura 31).



Estendendo a construcgao a todas
as isolinhas T, relativas a B, obte-
mos todas as isolinhas transforma-
das Ty, e relativas aquele ponto.

Naturalmente, o caminho de mi-
nimo tempo (AB): é perpendicular
as isolinhas I;, relativas a A e o
caminho de minimo tempo (BA):
é perpendicular as isolinhas T, re-
lativas a B (figura 32).

Esta solucdo pode ser aplicada a
qualquer par de pontos. Vimos
como determinar o caminho de
minimo tempo entre dois pontos e
as respectivas isolinhas quando
todos os caminhos originados nos
pontos a todos os demais sdo co-
nhecidos. Como a determinacéo do
caminho minimo é feita em funcéo
dos conjuntos de caminhos, a so-
lugdo generalizada é proposta da
seguinte forma:

Pigura 31

Dados: os caminhos minimos
originados em dois pontos A ¢ B
e a magnitude e direcdo dos veto-
res atuando em todos os pontos,
determinamos os caminhos de mi-
nimo tempo (AB):, (BA);, (CD).
e (DC)t

Solucgéo:

a) determina-se o© caminho
(CD),; = (CD)q4;

b) determina-se (AB). (BA);,
(CD), e (DC); conforme discutido

(tiguras 31 e 32).

Figura 32

5 — CAMINHOS DE
MINIMO CUSTO:
TERCEIRA
PROPOSTA DE
GENERALIZACAO
FACTIVEL DE
PROGRAMACAO

Lindgren (1969) aponta que é
possivel obter uma nova configu-
racdo para a distribuicdo de pon-
tos p; sobre uma curva plana X;.
A representativa desta configura-
cao é marcada nas perpendiculares
levantadas, em cada ponto de x,,
ao plano de x; (figura 33), subs-
tituindo a forma mais usada de se
tracar as perpendiculares & curva
no seu proprio plano (figura 34).

(5 p)i,2

Cxpligt

Figura 33

Figura 34
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A superficie gerada na figura 33
é cilindrica e, portanto, desenvol-
vivel, isto é, a superficie pode ser
planificada. ,

Seja, entdo, a distribuicio sobre
uma regifo, como mostra a figura
35, a distribuicdo sendo a corres-
pondente ao diagrama de Huygens,
por exemplo. Supomos que o cami-
nho minimo indicado tenha se
originado em A. E, assim, possivel,
determinar o caminho minimo de
um ponto B ao ponto A, tragando
por B uma normal a isolinha mais
proxima, encontrando-se o ponto
b;. De b; repetimos a construcéo,
tracando uma normal & isolinha
que lhe é mais préxima. E desta
forma sucessivamente até se atin-
gir o ponto A. Ab,B é o caminho
minimo de A para B.

Figura 35

O problema da generalizacdo é
a determinagao do caminho mini-
mo entre dois pontos C e D.

Em nossas propostas anteriores
relacionamos o caminho CD com
a intersecdo de duas superficies
geradas como funcoes dos cami-
nhos minimos originados em A e
B. A projecdo ortogonal sobre o
plano dos caminhos da intersecdo
das duas superfieies determinava
CD.

Executemos, entretanto, wuma
simples transformacio dos zlemen-
tos da figura 35, como a seguir
indicado. B, é algum ponto na re-
gido e sabemos como determinar
o caminho AB;, b: sdo as interse-
¢oes deste caminho com as isoli-
nhas entre A e B, Como por b,
tracamos a normal a isolinha que
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lhe é mais proxima, b;b, é a tan-
gente ao caminho no ponto b, e
esta tangente é perpendicular a
tangente a isolinha que passa por
b.. Isto é indicado na figura 35.

Com centro em b; e raio b;B
giramos o ponto B até que ele per-
tenca a b.b;.

Figura 36

A seguir, com centro em b, €
raios b.b; e b,B’, giramos b; e B’
até pertencerem a bsb. (figura 37).

oiLus /e cieaay,

Figura 37

E assim, sucessivamente, até que
todos os pontos se encontrem ali-
nhados em Ab..

Considerando todos os caminhos
originados em A, aplicando-se a
transformacdo acima, obteremos
um feixe de retas originado em A,
com todas as distancias bbby, per-
manecendo inalteradas (figura
38).

Compara-se a configuracao da
figura 38 com a da figura 34. O
que se tem é o correspondente ao
método usual e nos propomos a
modificar a configuragido seme-
lhante & mostrada na figura 33.

Ao plano de A e de sua isolinha
mais proxima, nos pontos by, c,,
ds, f,, etc., levantamos perpendi-
culares ao plano, obtendo-se uma



isolinha mais.
prewimo de A

camintio minime ratificodo

Ve AAY

Figura 38

superficie cilindrica. Esta superfi-
cie é, em seguida, planificada, o
que se obtém retificando a isolinha
mais proxima de A. O resultado
obtido (figura 39) mantém uma
relacdo biunivoca com o diagrama
de Huygens.

_isolinha
C b L
’\To\ﬂ fo b
P
/
/
¢4 by £, d,
«——— ——COmiIRho MINiMo
/——wf/—/" dz
c / by 2
2
./ f3 ds
Cqy " b3
isolinha mais proxima
Cq ba fa da de A, retificada
DiLus /5 30 £ A
Figura 39

Sejam C e D dois pontos da
regido. Como se tem o desenvolvi-
mento de uma superficie cilindrica
e como nesta superficie a linha
geodésica (caminho minimo) en-
tre dois pontos se desenvolve como
um segmento de linha reta, o ca-
minho minimo procurado se repre-
senta no desenvolvimento (figura
39) como o segmento de linha reta
CD. Para obter a posicdo do cami-
nho minimo na figura 35 basta
encontrar a posicdo dos pontos b,
fo, etc., nos caminhos minimos AB,
AF, ete. (figura 40).

Figura 40

6 — CONCLUSOES

Lord Kelvin propbs, em um ar-
tigo publicado em Naifure (1892),
um método para a “mercatoriza-
¢ao” de superficies ndo desenvol-
viveis. Por “mercatorizacdo” se
compreendeu como a necessidade,
apenas, de se manter condicoes de
conformalidade. Em esséncia, o
método consistia em tracar duas
familias ortogonais de curvas na
superficie, gerando quadrados de
tamanho infinitesimal. O préximo
passo era ‘“‘alterar todos os quadra-
dos para um sé6 tamanho e coloca-
los lado a lado”.

E 6bvio que esta transformacio
é uma que estabelece uma relagio
biunivoca entre os pontos do plano
e os pontos da superficie. A relacéo
¢ uma de posicao apenas, exceto
pelas poucas propriedades referen-
tes a conformalidade.

As idéias apresentadas mnesta
tese germinaram a partir da lei-
tura do trabalho de Lord Kelvin.
Verifica-se o enorme potencial de
aplicabilidade de leis, conceitos,
propriedades na fisica, na geome-
tria, em problemas sécio-econdmi-
cos ou que sejam afetados por fato-
res sociais e econdmicos. A facti-
bilidade de se operar com espacos
taxondémicos isomérficos com o
espaco euclidiano é a demonstra-
cao mais objetiva desta afirmacéo.
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Procurou-se, assim, aumentar o
corpo de conhecimento da area da
fisica-social, experimentando com
problemas da area de transportes
e pelos resultados do embasamento
tebrico resultante, temos confianca
de que o objetivo foi alcancado.

Dever-se-ia ampliar esta area,
enriquecendo o instrumental do
planejador que dispde de enorme
fonte de referéncia como provoca-
dora para a atividade criativa.

Quanto ao uso abundante da
expressdo grafica, justificamo-nos.
A tecnologia e a especializacdo
criam linguagens herméticas que
se agravam por se enderecarem a
temas esotéricos e/ou exéticos. O
retorno ao simbolismo primitivo,
que é o desenho, a geometria, alivia
e ajuda, pois que, como afirmava
Santarila, ‘“operar com &lgebra é

cOmo navegar com um compasso
enquanto que com geometria ¢é
cOmo navegar com um compasso,
olhando a costa’”.

O fecho para esta dissertacio
pode ser expresso de forma posi-
tiva, portanto. A observagio visual
da figura 10, no capitulo 2, ao
qual se aplica a proposta de gene-
ralizacdo desenvolvida no capitulo
5 mostra que o objetivo é alcan-
¢ado. O que parecia inviavel, exi-
gindo a repeticio da construcao
dos caminhos a partir de todo e
qualquer ponto nec territério na-
cional se torna factivel e de forma
direta e simples: a retificacio dos
caminhos minimos originados em
Brasilia permitira que se identifi-
que a posicdo dos caminhos origi-
nados em qualquer outro ponto
geografico,
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SUMMARY

This thesis has the purpose of identifying
analogue themes in Physics and in Transport
Planning, with emphasis in the socioeconomic
aspects of the latter, contributing to the
creation of new Xknowledge Iin the broadest
area of Soclal-Physics.

Its main contribution is the presentation
of a general solution of a problem that
relates in the physical-socioeconomic space,
variables that determine the connection
between a selected point and any other point
of the space, in order to make feasible, from
that Information, the conhections between
any two points of the same space.

RESUME

La thése propose I'identification des thémes
analogues dans le domaine de la Physique et
du Planning de Transports. Les aspects
soclo-économiques de ce dernler ont été
abordés, et des informations nouvelles dans le
domaine de la Physique Sociale sont apparues.

La principale contribution est une solution
générigue du probléme qui met en rapport,
dans l’espace physico-socio-économique, des
variables qui déterminent la liaison entre un
point choisi et un point quelconque de l’espace.
Par les informations ainsi obtenues on a pu
établir les liaisons entre deux points guelcon-
ques d’'un méme espace.
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