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APRESENTAÇÃO 

O trabalho se divide em seis 
segmentos ou capítulos. 

A introdução (capítulo 1) apre­
senta breve exame do conceito de 
caminho mínimo e estabelece o 
isomorfismo que constitui a base 
para o desenvolvimento do traba­
lho. Este exame é objetivo, simples 
e direto, sem preâmbulos, conside­
rações e discussões de conceitos e 
seus antecedentes. Nos seus tópicos 
aparecem o que chamamos de lem­
bretes de princípios de ótica ele­
mentar ginasiana. O último desses 
tópicos enuncia o problema que se 
torna objeto de análise dos demais 
capítulos. 

Carlos Ernesto da Silva Lindgren 

UFRJ- COPPE 

O capítulo 2, a título de exempli­
ficação, se constitui da construção 
da rede de caminhos mínimos tra­
çados sobre o território nacional, 
a partir de Brasília, utilizando a 
conceituação e a analogia introdu­
zidas. Ilustra e visualiza o proble­
ma em discussão, destacando-se a 
necessidade da criação de método 
ou métodos que permitam a gene­
ralização de tal problema. 

Os capítulos 3, 4 e 5 apresentam, 
em destaque, três métodos que vi­
sualizam a generalização desejada. 
O destaque é feito de forma a per­
mitir que cada método seja anali­
sado distintamente pelos seus 
méritos e facilidade de provável 
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expressão em linguagem de compu­
tação eletrônica. 

A conclusão, em se constituindo 
do capítulo VI, sugere que métodos 
mais sofisticados talvez sejam viá­
veis, dado a existência de conheci­
mento que permite o tratamento 
do mesmo problema onde se defi­
nem espaços taxonômicos de di­
mensões compatíveis com o núme­
ro de variáveis consideradas. Apon­
ta, entretanto, limitações presentes 
que exigiriam pesquisas comple­
mentares no estudo de proprieda­
des dos espaços taxonômicos n-di­
mensionais. 

Duas observações significativas: 
o corpo principal da tese - capí­
tulos 1 a 5 - contém poucas refe­
rências bibliográficas. Justifica­
mos: os princípios e conceitos de 
ótica geométrica e as propriedades 
de geometria euclidiana especifi­
cados são de natureza elementar, 
não constituindo, pois, matéria que 
exija referência à bibliografia. 
Além disso, não há embasamento 
teórico específico que pudesse ser 
mencionado como suporte para o 
que se apresenta. Algumas idéias 
básicas são adiantadas em trabalho 
de Warntz (1965), com posterior 
discussão por Lindgren ( 1967 e 
1969). No trabalho de Warntz é 
que se encontra a primeira suges­
tãc para a analogia do índice de 
refração em um meio de propaga­
ção de raios luminosos e o valor 
da terra no meio ambiente físico 
onde se identificaria o caminho de 
mínimo custo ligando dois pontos. 
Os trabalhos de Lindgren pro­
curam generalizar a proposta de 
Warntz e, assim, este conjunto de 
informações se constitui na base 
em que se fundamenta a presente 
dissertação. 

O problema foi proposto para o 
autor por William Warntz (atual­
mente na Western University of 
Ontario) e William Bunge (Wayne 
State University) em junho de 
1965, quando era pesquisador visi­
tante na Universidade de Prince-
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ton. Os dois geógrafos-matemáticos 
faziam parte de um grupo (Com­
munity of Mathematical Geogra­
phers, sediada na Universidade de 
Michigan, Ann Arbor) do qual 
faziam parte, entre outros, Waldo 
Tobler e Frank Rens que, naquela 
ocasião, lançavam os primeiros 
fundamentos da computação grá­
fica (computer graphics) aplicada 
à geografia e, de forma mais abran .. 
gente, ao planejamento. 

Segundo Bunge, a solução do 
problema se considerava como bá­
sica a fim de viabilizar, por exem­
plo, o teste da teoria das locali­
dades centrais de Christaller em 
que se procurava "achatar ·B endi­
reitar o espaço" (space flattening 
and straightning) para que se pu­
desse, sobre o espaço assim trans­
formado, superpor a malha hexa­
gonal regular proposta pela teoria. 
É a partir das tentativas então 
feitas que se originam as inúmeras 
transformações do espaço taxonô­
mico desenvolvidas por Tobler. Em 
paralelo, Michael Dacey propõe 
seus modelos físicos com o objetivo 
de explicar a organização econô­
mica, central para o modelo de 
Christaller. 

É dentro, pois, daquele contexto 
mais amplo, que marca o início do 
desenvolvimento de uma vasta co­
leção de métodos e técnicas em 
computação gráfica, que se situa 
o tema desta tese. 

Uma vez proposto, em meados de 
1966, foi submetida a Warntz e 
Bunge o primeiro esboço de solu­
ção que, dado as condições de ge­
ração das informações, fazia uso 
de construções gráficas. Dizia-se 
que a principal justificativa para 
o desenvolvimento da computação 
gráfica era o fato de se necessitar 
dispor de técnicas que permitissem 
a manipulação de problemas em 
que a matemática das configura­
ções espaciais eram de difícil dedu­
ção. No caso do problema do space 
flattening and straightning que 
se identifica como pertencente à 



classe daquelas que exigem a deter­
minação de caminhos mínimos, 
esta problemática se configura 
claramente. 

Daí, portanto, se ter feito uso de 
métodos geométricos ao se propor 
a solução da questão. 

Em 1967, quando a primeira so­
lução foi discutida na Universidade 
de Harvard, abriu-se uma perspec­
tiva para a análise de vários ou­
tros problemas. Por exemplo, a 
deformação do espaço real carac­
terizado por uma representação 
em espaço taxonômico multidimen­
sional se tornou viável. Isto foi 
possível dado que se associou a so­
lução do problema ao método de 
representação de configurações 
reais em espaços multidimensionais 
que havia sido desenvolvido em 
Princeton por este autor. 

Na escolha do tema para esta 
tese, portanto, se identificam uma 
série de fatores que sugerem sua 
significância para a área de 
computação gráfica, pelo menos 
em termos de elaboração das eta­
pas a serem programadas ao mes­
mo tempo que viabiliza a percep­
ção de configurações espaciais 
concebidas e representadas em es­
paços taxonômicos multidimen­
sionais. 

Acompanharam os esforços ini­
ciais, entre 1965 e 1971, William 
Warntz, William Bunge, Waldo 
Tobler, Frank Rens, Oscar Fish, 
Michael Woldenberg, Carl Steinitz, 
Eric Teicholz e Allan Schmidt a 
quem estendo os meus agradeci­
mentos. 

1 - INTRODUÇÃO 

1 . 1 - Caminhos mínimos 

Considere-se a propriedade de 
formas geométricas em espaço 
euclidiano. No plano, espaço bidi­
mensional, o caminho m1mmo 
entre dois pontos é o segmento de 

linha reta definida pelos dois pon­
tos; em uma superfície, espaço 
bidimensional, mas que por condi­
ções de sua geometria intrínseca 
encontra-se imerso em um espaço 
tridimensional, o caminho mínimo 
é a geodésica definida pelos dois 
pontos. 

Estes caminhos mínimos, deter­
minados por condições de proprie­
dades do espaço geométrico onde 
são traçados, se alteram, entretan­
to, no momento em que se pressu­
põe que a forma geométrica se 
acha associada a propriedades fí­
sicas do espaço euclidiano onde se 
encontra inserida. É o caso, por 
exemplo, de se considerar um plano 
que interseccione o plano de sepa­
ração de dois espaços tridimensio­
nais de índice de refração distintos, 
I1 e I~ (figura 1). 

No plano a, o caminho mínimo 
entre os pontos A e B percorrido 
por um raio luminoso pertencente 
ao plano, que tivesse origem em A 
e se dirigisse a B, sofre, de acordo 
com as leis da ótica, um desvio ao 
encontrar o plano ~ de separação 
dos espaços (meios) de índice de 
refração diversos. O caminho mí­
nimo seria, então, definido por 
ACB1 e não por ACB (segmentos 
de linha reta AC + CB) . 

espaço com índice 

de refroçOo I z 

Figura 1 

espaço com t'ndiee 
de refroçOo I 

A pressuposição que se faz a fim 
de sugerir uma aplicação desta 
propriedade em planejamento ur­
bano e regional e, especificamente, 
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em transportes, é o de se identi­
ficar propriedade do meio urbano 
que se consideraria análoga com 
propriedade do meio ambiente 
ótico. 

Uma propriedade do meio urba­
no assim identificada é o valor da 
terra. Da mesma forma que se 
pode pressupor uma variação em 
todas as direções a partir de um 
ponto do índice de refração do 
meio ótico, pode-se pressupor uma 
variação em todas as direções a 
partir de um ponto do valor da 
terra no meio urbano. 

É evidente que o pressuposto 
acima considera uma variação de 
L;c de custo de terra para cada 6d 
de distância percorrida a partir de 
um ponto qualquer. Mas este pres­
suposto de há muito tem sido acei­
to como válido nas várias tentati­
vas de relacionar valor da terra 
com distância ou renda econômica 
com distância. Diz-se que a cada 
posição geográfica corresponde um 
valor de terra e o único impedi­
mento a considerar como válido ao 
pressuposto feito é de que esta 
posição geográfica corre.sponde, na 
verdade, a um ponto que repre­
senta uma área de lote, o que nos 
leva a referência do valor do lote 
e não do valor associado ao ponto. 
O pressuposto aqui introduzido 
requer apenas que se considere um 
lote de área tão pequena quanto 
se deseja fazer, isto é, infinitesimal, 
de forma que esta área se identi­
fique com o próprio ponto que a 
representa. Neste caso, se estaria 
referindo, de fato, ao valor de terra 
associado a um ponto que repre­
senta uma área infinitesimal. 

Se assim é, Seria válido dizer-se 
haver uma variação de valor de 
terra a partir deste ponto (área 
infinitesimal) em qualquer di­
reção. 

Considere-se, então, valor de 
terra e índice de refração análogos. 
Indagar-se-ia qual o caminho mí­
nimo a percorrer a partir de um 
ponto A até se atingir um ponto B 
de forma que esta minimização de 
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caminho resultasse em dispêndio 
mínimo de aquisição de terra na 
unlão dos dois pontos. 

No meio ótico, o caminho míni­
mo fornece uma distância mínima; 
no meio urbano, o caminho forne­
ceria a distância associada ao 
custo mínimo da terra adquirida 
e não, necessariamente, à distân­
cia mínima física que, como já se 
examinou, corresponde ao traçado 
ou de segmentos de linha reta ou 
de segmentos de linha geodésica. 

1 . 2 - Construção do caminho 

O diagrama de Huygens funda­
mentado nas leis da refração em 
meios óticos de diversos índices de 
refração é bastante conhecido (fi­
gura 2). O raio luminoso com 
origem em A sofre uma refração 
ao passar do meio de índice de 
refração I1 para o meio de índice I2 

e assim sucessivamente. Ao consi­
derarmos que A é um foco lumi­
noso do qual emanam vários raios, 
o efeito é dado pela figura 2. Os 
pontos de encontro de cada raio 

A 
Ir 

- r2 

r, 

Figura 2 

situado no meio de índice I 1 com 
o meio de índice I2 , gera uma 
curva. Cada ponto de encontro é 
agora considerado como nova 
fonte luminosa e os pontos de en­
contro de cada estrela de raios com 
o meio de índice I é uma nova 



curva envelope. E assim sucessiva­
mente. Se traçamos o envelope das 
curvas envelopes traçadas em tor­
no de cada ponto teremos, neces­
sariamente, a separação entre os 
meios de índice de refração distin­
tos (figura 3). 

DILUS/5.01-M.E A. 

Figura 3 

Supondo-se, então, que se tenha 
o ponto A, se deseja conhecer o 
caminho percorrido pelo raio que 
parte de A e a tinge N. De acordo 
com o diagrama de Huygens, o 
procedimento deve ser iniciado em 
N, traçando perpendiculares às 
curvas Sn, Ss, S2 , S1 e daí ao ponto 
A, considerando-se que A está 
imerso no meio de índice de refra­
ção !1 (figura 4). 

N 

Caminho AN traçado a partir de A 

Figura 4 

O diagrama de Huygens pode 
ser construído a partir de N, por 
exemplo, obtendo-se como resul­
tado uma série de curvas S' que 
tangenciarão as originadas com o 
traçado a partir de A, nos pontos 
onde o caminho AN encontra 
S1, S2, Ss, Sn (figura 5). 

. 
\ s' 

2 

Figura 5 

I . 
"\ \ ' 

s', s. 

N 

Os dois grupos de curvas são 
tangentes naqueles pontos, obten­
do-se o mesmo caminho ótico se 
o percorremos de A na direção de 
N ou se o percorremos de N na 
direção de A. 

1 . 3 - A analogia 

Considere-se o índice de refração 
e o valor da terra análogos. Para 
a construção do diagrama de 
"custo mínimo de aquisição de 
terra" para percorrer o caminho 
de um ponto A a um ponto M, 
certos pressupostos devem ser 
feitos. 

Por exemplo, podemos supor que 
4 ha de terra são necessários para 
a construção de um quilômetro de 
caminho (estrada). Além disso, em 
cada ponto, dispõe-se de 10 mil 
cruzeiros para a aquisição de terra. 
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Então, se c1 é o custo da terra em 
um ponto i, a distância máxima 
alcançada a partir de i é dada por 
r1 = 10000/4ci *, com r1 em quilô­
metros. Como c1 varia de ponto a 
ponto, em todas as direções, par­
tindo de A teríamos as curvas S,, 
análogos às do diagrama de Huy­
gens (figura 6). 

M 

Figura 6 

AM será o caminho mínimo per­
corrido entre A e M com um dis­
pêndio mínimo de recursos finan­
ceiros na aquisição de terra, sob 
os pressupostos acima, isto é, 4 ha 
de terra para cada quilômetro e 
10 mil cruzeiros de recursos em 
cada ponto. 

Como no diagrama de Huygens, 
o mesmo caminho é obtido partin­
do-se de M na direção de A (fi­
gura 7). 

1.4 - Generalização e o enun­
ciado do problema 

Duas generalizações são factí­
veis. A primeira se refere ao tra­
çado dos caminhos mínimos pro-

Figura 7 

priamente ditos e que é analisada 
a seguir. A segunda trata da gene­
ralização da determinação do 
comprimento das distâncias aná­
logas aos comprimentos dos raios 
óticos (ver figuras 1 e 2). 

Considere que as curvas S a 
partir de A tenham sido traçadas. 
É possível determinar, como já 
descrito, o caminho de A a qual­
quer outro ponto. Na figura 7 te­
mos os caminhos AM e AN traçados 
a partir de M e N na direção de A. 

Os mesmos caminhos são obtidos 
caso se tenham as curvas S cons­
truídas a partir de M e N (fi­
gura 8). 

M 

Figura 8 

• E evidente que se obteria diferente valor para r,, alterando-se a área necessária para 
a construção de um quilômetro de estrada ou o total de recurso disponível em cada ponto. 
O caminho mínimo, entretanto, é único, já que depende de c,. constante, isomórfico com o 
índice de refração. 
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Embora as curvas S1, S2, S3, e S1 
sejam tangentes às curvas S1', S2', 
S3', correspondentes aMe S1", S2", 
S3", S4", correspondentes a N, a 
propriedade de tangência das cur­
vas correspondendo a M e N não 
se verifica. Isto, naturalmente, 
impede que se trace imediatamente 
o caminho mínimo que uneM e N. 

Como, porém, toda a informação 
para o traçado de MN já se acha 
configurado pelas construções fei­
tas, a determinação do caminho 
MN exige que se identifique qual 
o grupo de pontos situados nas 
curvas S, S' e S" definem o con­
junto de curvas em torno de M e 
N que satisfaçam a condição de 
tangência (figura 9). 

Figura 9 

Dever-se-á, assim, proceder a 
uma análise das propriedades des­
tes conjuntos de curvas de forma 
a tornar possível o traçado dos 
caminhos mínimos entre dois pon­
tos, uma vez configurada a infor­
mação a partir de um ponto qual­
quer A. 

Problema: dada a informação a 
partir de A, determinar o caminho 
MN. 

A solução procurada para o pro­
blema proposto generaliza a ques­
tão da determinação dos caminhos 
mínimos. Verifica-se, porém, que, 
até o momento, toda a analogia se 
resumia no comprimento do raio 
ótico e no comprimento do cami­
nho mínimo dentro de um meio 
ambiente de índice de refração (ou 

custo da terra) constante. O pla­
nejador, entretanto, percebe que 
este caminho mínimo é determi­
nado por uma série de outras va­
riáveis, além do custo da terra. 
Propomos, então, que o índice de 
refração seja feito análogo a uma 
variável que expresse ou represen­
te, proporcionalmente, o conjunto 
de variáveis que simultaneamente 
influenciam a posição do caminho 
mínimo. Para isto sugerimos o uso 
da composição taxonômica, bas­
tante conhecida e descrita em 
Abler, Adams, Gould (1971), em 
Lindgren (1976) e Petterle (1976), 
por exemplo, e cuja expressão é 

r1 = ya2
1 + b2

1 + . . . n 2
1 

onde ai> bi> ... , n 1 são os valores 
dos fatores que influenciam, no 
ponto i, o comprimento do cami­
nho mínimo que por ele passa. 
Desta forma, soluciona-se simples­
mente esta consideração de influ­
ências múltiplas, ao mesmo tempo 
que se percebe que o número e o 
tipo de fatores influentes no ponto 
i não precisam ser, necessaria­
mente, os mesmos que os influen­
tes em um ponto j, particularmen­
te se a, b, ... , n são adimensionais, 
o que se tem através da construção 
de indicadores relativos dos fatores 
de mesma proporção. Isto se con­
segue, por exemplo, através do 
índice de Shevky-Williams-Bell 
(Lindgren, 1976), ou com o cálculo 
dos scores de uma análise fatorial. 
Por se tratar de indicadores e/ou 
técnicas de amplo uso, não procede 
se conduzir análise da propriedade 
da sugestão feita com o objetivo de 
se demonstrar sua validade. 

2 - CAMINHOS MíNIMOS 
ORIGINADOS EM 
BRASíLIA 

A figura 10 mostra os caminhos 
mínimos que partem de Brasília e 
alcançam algumas das capitais es-
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taduais. A construção é imprecisa 
e serve apenas como ilustração de 
uma aplicação da analogia pro­
posta. As isolinhas correspondem 
às ondas luminosas caso se esti­
vesse considerando Brasília como 
um foco luminoso. 
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O traçado se inicia a partir do 
conhecimento de três dados bási­
cos. Primeiro, o valor da terra em 
cada ponto da superfície. No caso, 
tomou-se a informação indicadora 
deste valor, o valor total da área 
de uma microrregião que, dividida 

ESCALA 

Rotas de mínimo custo de aquisição de terra a 
partir de BrasÍlia, em mil cruzeiros de 1970. 

EXEMPLOS DE LEITURA DO MAPA, 

o) No cominho BrasÍlia • Porto Alegre dispen­

de-se 6.300 mil cruzeiros na aquisição de 

terra eom faixa de 40 metros de largura. 

bl No cominho Brostlio-Fortoleza dispende. 

-se 470 mil cruzeiros no aquisiçao de terra 

com foi.xo de 40 metros de largura. 

Dll..US /5.01-A.A.V. 
500 km 

Figura 10 



A figura 11 mostra o traço destas 
superfícies no plano do papel. 

por sua área, nos fornece um valor 
unitário por hectare. A segunda 
informação se refere à área total 
necessária para a construção de 
uma faixa de rodovia com 40 me­
tros de largura e mil metros de 
comprimento, ou seja, 4 ha para 
cada quilômetro de estrada. A ter- s, 
ceira informação é o total de re­
curso disponível em cada ponto 
para aquisição de terra. O compri­
mento de faixa de estrada que se 
obtém a partir do ponto é, então, 

Os raios AB e EF são normais 
a S1 e os raios refratados BC e FG 
são normais a S2. Pelas proposições 

M 

r; = 10000/4c;, em quilômetros, 
onde C; é o valor unitário por hec­
tare, em cruzeiros de 1970. 

Iniciemos a construção com 
centro no ponto geográfico Brasí­
lia, obtendo-se a primeira envol­
tória. Sobre esta, identificada a 
posição de cada um de seus pontos 
geográficos, construímos arcos de 
círculo cujos raios variam de acor­
do com c;, isto é, de acordo com 
a sua posição geográfica. O valor 
de C; no ponto é o valor unitário 
por hectare correspondente a mi­
crorregião a qual o ponto pertence. 
Obtemos a segunda envoltória, 
tangente aos arcos de círculo tra­
çados. A construção é repetida até 
se cobrir todo o território nacional. 

A construção do caminho míni­
mo se inicia no ponto de destino. 
Por exemplo, traçamos o caminho 
Brasília-Recife a partir de Recife, 
pois que o segmento do caminho 

5 compreendido entre Recife e a 
isolinha mais próxima a Recife é 
perpendicular à isolinha. Referimo­
nos à figura 4 no capítulo I que 
corresponde à construção de acor­
do com leis da ótica geométrica ou, 
se quisermos, ao teorema de Malus, 
ao princípio de Fermat ou ao prin­
cípio de Huygens, proposições que 
tem significados equivalentes. Se­
gundo elas, há uma importante 
propriedade que passamos a exa­
minar. 

Sejam S1 e Sz duas superfícies 
de onda, inseridas em meios de 
índice de refração n1 e nz, meios 
estes separados pela superfície MN. 

N 
CiLo.JI/1,01-•olo't, 

Figura 11 

da ótica, temos l1n1 + l2n2 = 
1' 1n1 + 1' znz que é o comprimento 
do caminho ótico mínimo percor­
rido pela luz para ir da superfície 
S1 a superfície S2. Os tempos que 
a luz emprega para seguir os cami­
nhos ABC e EFG são iguais. 

No caso presente, pressupomos 
que St e Sz são superfícies de re­
fração e assim temos, na figura 12, 
o caminho ótico mínimo percorrido 
pelo raio luminoso para ir da su­
perfície S1 a superfície Sa. 

n, 
G 

OtLUS/S.Ol-A AV 

Figura 12 

Tem-se, ainda, hnt + lzn:! = 
1' 1n1 + 1' znz. Pela analogia pro­
posta, l; corresponde a r; e nz a C;, 
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isto é, distância alcançada com um 
recurso constante em todos os pon­
tos onde o valor da terra é c[. 

Tomemos dois pontos para os 
quais correspondem r1, rz, c1 e c2 , 

para um recurso constante R. 
R1 = R/c1 e rz = R/cz para uma 

faixa unitária de rodovia. Conse­
qüentemente r1c1 = rzCz = R, im­
portante verificação para a inter­
pretação da figura 10. Esta in­
terpretação é, então, a seguinte: 

Entre duas isolinhas consecuti­
vas o total de recursos investidos 
na aquisição de terra entre dois 
pontos localizados nas isolinhas 
é constante. 

Reportando-nos a figura 11, 
concluímos que o total de recursos 
na aquisição de terra para se ir de 
A a B é igual ao total de recursos 
na aquisição de terra para se ir de 
E a F. Idem, para se cobrir as dis­
tâncias BC e FG, de forma que o 
total de recursos dispendidos no 
percurso ABC é igual ao total de 
recursos dispendidos no percurso 
EFG. 

Nada há, realmente, de extraor­
dinário nesta conclusão. É uma 
conseqüência do traçado que se 
fundamentou nas leis da ótica 
geométrica. O leitor, porém, deverá 
refletir que quaisquer caminhos, 
na figura 10, a partir de Brasília 
e que cruzem o mesmo número de 
isolinhas implicam o mesmo dis­
pêndio de recursos, independente 
do comprimento do percurso. Disto 
resulta a conseqüência de que a 
velocidade da luz é feita isomórfica 
com recursos disponíveis e mais o 
fato de que o que se representa na 
figura 1 O são os caminhos de custo 
mínimo. 

Dado estas observações que con­
sideramos extremamente impor­
tantes e significativas para o pla­
nejamento de transportes, na 
medida em que ci pode ser consi­
derado como um valor que repre­
senta a combinação localizada de 
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uma série de fatores que influen­
ciam o posicionamento de uma via, 
percebe-se a necessidade de exami­
nar métodos que permitam encon­
trar a posição do caminho de custo 
mínimo entre duas localidades 
quaisquer. De acordo com os prin­
cípios até agora utilizados, a cons­
trução das isolinhas a partir de 
dado ponto deveria ser feita a fim 
de se tornar possível o encontro da 
posição dos caminhos que dele 
partem. 

Esta generalização é tratada nos 
capítulos seguintes. 

3 - CAMINHO DE 
MíNIMO CUSTO: 
PRIMEIRA 
PROPOSTA DE 
GENERALIZAÇÃO 

3 . 1 - Preliminares 

Consideremos na figura 13 os 
pontos A, B, C e D. Pressupomos 
que as isolinhas relativas a A e B 
(SA e SB, respectivamente) sejam 
conhecidas, sendo duas delas, uma 
para cada ponto, indicadas. De 
acordo com a analogia discutida, o 
caminho mínimo de A e B para 
qualquer outro ponto pode ser de­
terminado. Na figura temos indi­
cado os caminhos AB, AC, AD 
relativos a A e BA, BC, BD relativos 
a B. Já foi examinado que AB == 
BA. O problema da generalização 
é a determinação do caminho mí­
nimo entre C e D, isto é, CD = DC. 

Um exame preliminar mostra 
que os caminhos que se originam 
em A cortam as isolinhas relativas 
a este ponto, em pontos 0 1• O mes­
mo ocorre com os caminhos origi­
nados em B, que cortam suas iso­
linhas em pontos P[. Os caminhos 
e as isolinhas são perpendiculares 
no ponto de contato. 

Para todos os caminhos origina­
dos em A e todos os originados em 
B, existe um e apenas um caminho 



ao longo do qual o ponto 0 1 coin­
cide com o ponto P;. Neste ponto, 
identificado como O = P na fi­
gura 13, as isolinhas admitem uma 
tangente comum. 

! T ( tonoento comum o SA " S8 l 

Figura 13 

Admitamos que todos os cami­
nhos originados em C e D sejam 
conhecidos; podemos conceber que 
o caminho AB é obtido de forma 
a ter propriedades de duas super­
fícies, individualmente geradas ao 
longo de todos os caminhos de C 
e de todos os caminhos de D. Há 
neste pressuposto a implicação de 
que, de alguma forma, o caminho 
AB está relacionado com a inter­
seção destas duas superfícies. Pie .. 
torialmente expressamos este pres­
suposto na figura 14. 

Justifiquemos este fato com um 
exemplo de como estas duas super­
fícies podem ser geradas e como 
sua interseção pode ser relacionada 
ao caminho AB. 

A 

c 

o 
Figura 14 

B 

A figura 15 mostra um caminho 
originado em C até um ponto N 
de AB, um caminho originado em 
D até o mesmo ponto e algumas 
isolinhas relativas a C e D. Para 
nossos propósitos, suponhamos que 
CND é um caminho mínimo. 

No ponto 81 o caminho mínimo 
tem certa curvatura C1; no ponto 
8 2 , uma curvatura C2. Se conside­
ramos o caminho CR e um cami­
nho DR e marcamos suas intera­
ções com as isolinhas tangentes 
em 82, pode-se concluir que as 
curvaturas nestes pontos, R1 e R2, 
são distintas. Pressupondo que o 
ponto R se aproxima de 81, as 
curvaturas variam até se iguala­
rem em valor no ponto 81. 

A 

8 

Oll~s/s o1-11' ~. 

Figura 15 

M?vendo o ponto R ao longo do 
cammho AR na direção de A co­
brimos todos os caminhos ~rigi­
nados em C e em D e terminando 
em um ponto de AR. 

Considerações similares podem 
ser feitas tomando-se o ponto T 
que se move na direção de B ao 
longo do caminho BT e pressu­
pondo que os pontos X e Y se mo­
vem na direção de C e D ao longo 
dos caminhos ex e DY (figura 16). 

Conclui-se que existe uma rela­
ção entre os caminhos originados 
em A e em B com os originados 
em C e D. Estabelecendo-se esta 
relação, se todos os caminhos, por 
exemplo, originados em A e em B 
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Figura 16 

são conhecidos, será possível deter­
minar o caminho CD levando em 
consideração o seguinte (ver fi­
gura 15): 

a) em um caminho AS1 um 
ponto R coincide cbm 8 1 de CD; 

b) em um caminho BS2 um 
ponto T coincide com S2 de CD. 

Estas condições podem também 
ser declaradas da forma que se 
segue (figura 17). 

c 

o 

Figura 17 

O ponto 8 1 é obtido quando R1 

coincide com R2 ou quando T 1 coin­
cide com T 2, considerando que estes 
pontos se movem nas isolinhas re­
lativas a C e D. 

Como as isolinhas relativas a C 
e D não são conhecidas, podemos 
fazer uso de uma outra forma al­
ternativa de declarar a condição 
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(figura 18): dois caminhos um . . ' ongmado em A e o outro originado 
em B, se cortam em um ponto S1 
de CD. 

c 

A 

D 

Figura 13 

O problema seria simplesmente 
resolvido na maneira indicada se 
soubéssemos quais os caminhos 
originados em A encontram os 
originados em B em pontos do 
caminho CD. Conseqüentemente 
uma solução se apresenta: defini; 
duas superfícies <1>1 e cp2 , uma rela­
cionada aos caminhos originados 
em A e a outra aos originados em 
B; as superfícies se interceptam ao 
longo de uma curva cujos pontos 
estão relacionados a pontos como 
S1 de CD. 

3.2-- Solução proposta 

A questão se centra na geração 
de duas superfícies de forma que 
uma relação biunívoca é mantida, 
ponto a ponto, entre caminhos e 
curvas na superfície. Ao mesmo 
tempo, as superfícies devem ser 
geradas por método que leve em 
consideração propriedades caracte­
rísticas do caminho em um ponto 
qualquer. 

Como os caminhos são curvas 
planas, em cada ponto temos uma 
curvatura C única, e uma única 
tangente t1. 



No ponto de interação do cami­
nho com a isolinha procedemos, 
então, as seguintes construções: 

a) determinar a curvatura C 
do caminho; 

b) determinar a tangente t1 ao 
caminho e a tangente t2 à isolinha 
- estas tangentes são perpendi­
culares; 

c) com centro no ponto, cons­
truir a esfera de raio C; 

d) determinar o plano ~ tan­
gente à esfera, paralela a t1 e fa­
zendo com o plano a das duas 
curvas (caminho e isolinha) um 
ângulo â (figura 19). A interseção 
do plano ~ com o plano a e a tan­
gente t1 devem se encontrar em 
lados opostos em relação ao ca­
minho. 

Define-se a superfície <P tangente 
a todos os planos ~i nos pontos P;. 
Em conseqüência: 

1) a normal n a superfície no 
ponto P (n é perpendicular a ~) 
e a perpendicular p ao plano a no 
ponto O fazem um ângulo igual 
a â; 

2) o plano (n - t1) corta o 
plano ~ ao longo de uma reta s 
paralela à interseção a X ~ ~ x; 

3) o plano (n - t2) pertencente 
ao ponto P corta o plano.~ ao longo 
de uma reta y perpendicular a x; 

4) as retas s e y são, respecti­
vamente, as projeções de t1 e t2 do 
plano a, sobre o plano ~.na direção 
da normal n. 

Enunciamos, então, o seguinte 
problema: dado um ponto P na 
.superfície cp, determinar as tan­
gentes à isolinha e ao caminho 
mínimo correspondente ao ponto O 
do plano a (figura 20). 

A solução se obtém determinan­
do o plano .~ tangente a superfície 
cp no ponto P. Dado a geração da 
superfície cp, o plano ~ faz com o 
plano a um ângulo â. Encontramos 
a interseção dos dois planos, reta x. 
Por P traçamos a paralela s a x 
e a perpendicular y a x. Projeta-

,, 

OP: C (raio do esfera), 11 112 

Figura 19 

s/h, y.l.ll 

Figura 20 

mos s e y sobre o plano a na dire­
ção de n para se obter t 2 e t 1 tan­
gentes, respectivamente, à isolinha 
e ao caminho mínimo que passa 
por O, projeção de P sobre a na 
direção de n. 

Procedemos, então, com a gera­
ção das superfícies cp1 e <P~· A pri­
meira é gerada ao longo dos cami­
nhos originados em A e a segunda 
ao longo dos caminhos originados 
em B. Que <P1 e <P2 não coincidem 
pode ser demonstrado como se 
segue. 

A um ponto T, interseção de 
caminhos gerados em A e em B 
(ver figura 21), corresponde em cp 1 

um ponto T1 obtido em função da 
curvatura C1 e tangente em T de 
AT. Ao mesmo ponto T corres-
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ponde em </>2 um ponto T2 obtido 
em função da curvatura C2 tan­
gente em T de BT. 

Geralmente, C1 =I= C2 e T1 e T2 
não coincidem; e mesmo que 
c1 = c2 os pontos ainda não coin­
cidem porque os planos tangentes 
às esferas de raio c1 = c2 não 
coincidem. 

Figura 21 

Assim, a interseção </>1 X 4>2 --7 

c~rva E é determinada tendo-se já 
visto que esta curva é relacionada 
ao caminho CD. 

A curva E tem interessantes pro­
priedades, derivadas como se segue. 

Impondo a condição de que, em 
cada superfície, o ângulo â entre 
o plano tangente ~i e o plano a 
permaneça constante, obtemos 
duas superfícies </>1 e 4>2 que não 
a:erese~tam um máximo, isto é, 
nao ha planos tangentes à super­
fície paralelos ao plano a. 

Conside1e-se o ponto 81 no cami­
nho CD. Para determinar o corres­
pondente pontoS' na superfície </>1> 
encontramos a curvatura C1 de 
AS1 em 81. Para determinar o cor­
respondente ponto S" na superfície 
</>2 encontramos a curvatura C2 de 
BS1 em 81. S' não coincide com S" 
particularmente porque as tangen­
tes em 81 de AS1 e de BS1 não 
coincidem. 

Levando em consideração que 
nenhuma das superfícies tem um 
máximo, sua interseção é uma 
curva em cujos pontos podemos 
passar planos tangentes às super­
fícies </>1 e <!>2· A um ponto da curva 
corresponde um ponto em caminho 
originado em A e um ponto em ca-
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minho originado em B, não coinci­
dentes e, portanto, não pertencen­
tes ao caminho CD. Os dois pontos 
são, entretanto, simétricos em re­
lação a CD. Este fato é demons­
trado levando-se em conta que 
todos os planos tangentes a 4>1 e 
</>2 em pontos da curva E, geram 
uma superfície de constante incli­
nação em relação ao plano a. Para 
uma superfície deste tipo, os planos 
tangentes são também tangentes a 
um grupo de cones, de ângulo 
constante, cujos vértices são pon­
tos da curva E e cujos eixos são 
perpendiculares a a (figura 22). 

Figura 22 

A figura 22 mostra a relação 
entre um ponto K de E e os pontos 
K1 e K2 de a. K1 é ponto de cami­
nho originado em A e K2 é ponto 
de caminho originado em B. No 
plano a, o lugar geométrico de 
ponto~ ~1 é a curva E1 e o lugar 
geometnco de pontos K2 é a curva 
E2. Estas duas curvas são também 
a interseção das duas folhas da 
superfíci~ de constante inclinação 
em relaçao ao plano a e, mais im­
portante, são simétricas em relação 
a curva Es, lugar geométrico dos 
centros Si das bases dos cones. 

Assim, relacionando a curva E ao 
caminho CD devemos ter as se­
guintes condições satisfeitas: 

a) a um ponto K de E corres­
ponde um ponto K1 de um cami­
nho originado em A e um ponto 
K2 de um caminho originado em B; 



b) os pontos K1 e Kz são simé­
tricos em relação ao caminho CD. 

Verificamos que a curva Es satis­
faz as duas condições acima: K1 e 
Kz. são pontos em caminhos origi­
nados em A e B, simétricos em 
relação a Es. 

Finalmente, portanto, a curva cs, 
projeção ortogonal de c sobre o 
plano a é o caminho mínimo CD 
procurado. 

Permanece, porém, para ser re­
solvida a questão da determinação 
do valor a ser designado para as 
isolinhas. Isto é necessário porque 
se desejamos determinar a posição 
destas isolinhas, procedimento se­
melhante deveria ser seguido tra­
balhando-se com os pontos A, B e 
C e um ponto E. Neste caso, deter­
mina-se o caminho mínimo de C 
para E (figura 23). K1 e Kz são 
pontos dos caminhos originados em 
A e B, correspondentes ao ponto K 
de :o. 

A solução para este problema 
pode ser obtida em função do valor 
das curvaturas das isolinhas nos 
pontos K1 e K2 , conforme relacio­
nadas às curva tura.s das seções 
ortogonais normaís às superfícies 
</>1 e cf>z no ponto correspondente K. 

Referindo-se à figura 21, no pla­
no a construímos a elipse cujo eixo 
maior é proporcional a I1 (Q1 + Qz) 
e cujo eixo menor é proporcional a 
21:! VQ1Qz, sendo Q1 e Qz as curva­
turas das ísolinhas e !1 e lz são os 
valores associados às ísolinhas que 
tenham tangente comum. 

No plano .~ construímos a elipse 
cujo eixo maior é (C1 + Cz) e cujo 
eixo menor é 2yC1Cz, sendo C1 e 
Cz as curvaturas das duas seções 
ortogonais normais. 

Ao final do capítulo, justifica­
mos a escolha para estes valores • 
para comprimentos dos eixos das 
elipses. 

Prosseguindo, pela figura 24, 
verificamos que a proporcionali­
dade entre os eixos maior e menor 

da elipse no plano a é tal que sua 
projeção no plano .~ na direção da 
normal a .~ é a elipse neste plano. 

Devido a projeção e porque os 
eixos t1 e s são paralelos, temos 

G1 (!1 (Q1 + Qz)) = (C1 + Cz) 

(Gzlz VQ1Q2) cos â = yC1C2 

sendo G1 e Gz constantes de pro­
porcionalidade. 

As duas relações são funções de 
!1, lz, Q1 e Qz. Mas as superfícies 4>1 

e cf>z podem ser geradas em função 
de !h ou de Qz no lugar da curva­
tura do caminho mínimo. Assim, 
se resolvemos o problema traba­
lhando alternadamente com !h e 
Qz, o mesmo caminho é obtido e 
as curvaturas das isolinhas em 
pontos ao longo do caminho, origi­
nados em C ou em D, são deter­
minadas. 

Portanto: 

obtendo-se valores proporcionais a 
l1 e a lz ou seus valores reais se 
G1 e Gz são conhecidos. G1 e G2 

dependem da relação entre I1 e 12 , 

mas verificamos que não seria ne­
cessário determinar que relação é 

8 

Figura 23 
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esta, podendo-se perfeitamente 
operar com I' 1 e I' 2· 

Figura 24 

'• 

EIIP" no plant~ ar. ElipH no plano p 

4 - CAMINHO DE 
MíNIMO CUSTO: 
SEGUNDA PROPOSTA 
DE GENERALIZAÇÃO, 
COM APLICAÇÃO NA 
DETERMINAÇÃO DE 
CAMINHO DE 
MíNIMO TEMPO 

Na figura 26 tomemos o ponto L 
de CB ~o ponto G de AD, traçando 
os cammhos AL e BG. 

c 

B 

A 

Figura 25 o 

Observações: 

a) na construção das elipses 
da figura 24 os valores dos eixos 
maior e menor são tais que seria 
possível relacioná-los a indicatriz 
de Dupin. Nesta indicatriz os eixos 
maior e menor são iguais, respecti-
vamente, a (K1 + K2) e 2yK1K 2 

onde K1 e K2 são as curvaturas das 
seções principais da superfície no 
ponto considerado na superfície; 

b) na figura 15 o ponto N é a 
interseção de quatro superfícies, 
Qt, Q2, A1 e Az geradas ao longo dos 
caminhos originados em A, B, C 
e D, respectivamente. Na figura 18, 
o ponto sl é a interseção de quatro 
outras superfícies geradas ao longo 
dos caminhos originados em A, B1 , 

C e D. 
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Figura 26 

Podemos declarar, de uma forma 
geral, que as curvaturas nos pon­
tos de AL são distintas das de BG 
e que, mesmo que encontrássemos 
pontos onde as curvaturas fossem 
iguais, certamente as tangentes 
nestes pontos seriam distintas. 

Permitindo que o ponto L se 
aproxime de B, e G se aproxime 
de A, obtemos os caminhos AB e 
BA coincidentes, para o qual as 
tangentes nos pontos de AL = AB 
coincidem com as tangentes nos 
pontos de BG = BA. 

Pressupomos, a seguir, que os 
caminhos originados em C e D são 
conhecidos (figura 27). 

Neste caso, os seguintes pressu­
postos são válidos: 

G se desloca ao longo de DA até 
coincidir com A; 



Figura 27 

6 se desloca ao longo de D4 até 
coincidir com V; 

8 se desloca ao longo de DC até 
coincidir com N; 

L se desloca ao longo de CB até 
coincidir com B; 

3 se desloca ao longo de C 1 até 
coincidir com T; 

7 se desloca ao longo de CD até 
coincidir com N 

5 se desloca ao longo de 4D até 
coincidir com V; 

2 se desloca ao longo de 1C até 
coincidir com T; 

L se desloca ao longo de CB até 
coincidir com B; 

1 se desloca ao longo de DB até 
coincidir com B. 

Em conseqüência, pontos dos ca­
minhos AB ou BA são obtidos da 
seguinte forma: 

A se encontra na interseção de 
C4 e DG; 

B se encontra na interseção de 
CL e D1; 

N se encontra na interseção de 
C7 e D8. 

Para os pontos V e T, as seguin­
tes considerações devem ser leva­
das em conta (figura 28). 

Existe um caminho CJ que leva 
K de AL em coincidência com V 

e um caminho DF que leva X de 
BG em coincidência com T. Assim: 

V se encontra na interseção de 
CJ e D4; 

T se encontra na interseção de 
C1 e DF. 

Na nossa primeira proposta de 
generalização (capítulo 3) vimos 
que ao longo dos caminhos origi­
nados em C e D podemos gerar 
duas superfícies A1 e A2. e que estas 
duas superfícies não coincidem, 
embora sejam caracterizadas pelo 
fato de planos tangentes a pontos 
que lhes pertençam façam com o 
plano a dos caminhos uma ângulo 
igual a â, constante. Estas super­
fícies, necessariamente, se cortam 
ao longo de uma curva E' cuja pro­
jeção ortogonal sobre o plano a é o 
caminho AB. 

Figura 28 

Gerando-se as superfícies </>1 e <f>2 

ao longo dos caminhos originados 
em A e B, sua interseção, curva E, 

projetada ortogonalmente sobre o 
plano a, produz o caminho CD. 

Estas relações aparecem, então, 
expressas de forma planar, no 
plano a, como mostram as figuras 
27 e 28. No caso, estamos pressu­
pondo o conhecimento dos cami­
nhos gerados a partir de C e D e 
a posição dos pontos A e B. Pro­
cura-se o caminho AB. A solução 
se obtém através de um processo 
de geração de equações dos cami-
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nhos CA, CB, DA e DB. Sobre estes 
caminhos tomam-se pontos mó­
veis 4, L, J e F. Neste caso, os 
caminhos CJ, Cl, D4 e DF são 
imediatamente encontrados pelo A 

método direto (capítulo 2). Trata-

I I 
T, 

8 

se de determinar a posição dos 
pontos V e T de forma a se obter 
os pontos auxiliares 2, 3, 5 e 6 sa­
tisfazendo condições de pertinên­
cia aos vários caminhos indicados. 
Basicamente, trata-se de um pro­
cesso iterativo de programação 
direta. 

A configuração apresentada nos 
serve, agora, para propor uma ex­
tensão da determinação de cami­
nhos de mínimo custo para a 
determinação de caminhos de mí­
nimo tempo de particular interesse 
para o transporte aéreo. Esta 
transição é diretamente obtida, 
pressupondo-se que o caminho de 
mínimo custo se transforma no • 
de mínimo tempo por meio deve­
tores cuja magnitude e direção 
varia de ponto a ponto ao longo 
do caminho. A magnitude e a dire­
ção do vetor são funções de fatores 
que influenciam, em cada ponto, 
o tempo de deslocamento entre 
dois pontos. 

Considera-se, pois, o caminho 
mínimo AB da figura 29, as isoli­
nhas relativas a A e B e um ponto 
N. Estas isolinhas admitem ames­
ma tangente no ponto N. 

Se aplicamos nos pontos da iso­
linha I relativa a A seus respectivos 
vetores, obtemos a isolinha It a 
qual o caminho de mínimo tempo 
(AB) t é perpendicular (figura 30). 
. Ao ponto N corresponde um ve­
tor que o transforma no ponto Nt. 

A determinação do caminho de 
mínimo tempo BA e que não coin­
cide com o caminho de mínimo 
tempo AB depende da determina­
ção da posição das isolinhas Tt, 
transformações de T 1, isolinhas re­
lativas a B. Deseja-se, então, veri­
ficar se, conhecida a transforma­
ção de 11 em It, é possível encontrar 
a transformação de T1 em Tt. 
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Figura 29 

A solução que propomos leva em 
consideração todos os caminhos 
originados em A, conhecidos, e as 
magnitudes e direções de todos os 
vetores correspondentes a cada 
ponto do plano dos caminhos e 
isolinhas. 

Figura 30 

Na figura 29, como N é o ponto 
de T1 e a este ponto corresponde 
um vetor único, concluímos que 
Nt é o ponto de Tt. Assim, Nt é a 
interseção de It e T t· 

Traçamos a seguir qualquer ca­
minho mínimo originado em A e 
determinamos o pontoS onde este 
caminho corta a isolinha T1. Por 
S passa uma isolinha 12 relativa a 
A e cuja correspondente l't pode 
ser determinada. Assim, a A cor­
responde o ponto St de I't, mas 
pertencente também a Tt. Se isto 
é feito para todas as interseções Si 
de todos os caminhos originados 
em A com a isolinha T 1 relativa a 
B, obtemos todos os pontos da iso­
linha transformada Tt (figura 31). 



Estendendo a construção a todas 
as isolinhas Ti relativas a B, obte­
mos todas as isolinhas transforma-· 
das Tit e relativas àquele ponto. 

Naturalmente, o caminho de mí­
nimo tempo (AB)t é perpendicular 
às isolinhas Itt relativas a A e o 
caminho de mínimo tempo (BA)t 
é perpendicular às isolinhas T;t re­
lativas a B (figura 32). 

Esta solução pode ser aplicada a 
qualquer par de pontos. Vimos 
como determinar o caminho de 
mínimo tempo entre dois pontos e 
as respectivas isolinhas quando 
todos os caminhos originados nos 
pontos a todos os demais são co­
nhecidos. Como a determinação do 
caminho mínimo é feita em função 
dos conjuntos de caminhos, a so­
lução generalizada é proposta da 
seguinte forma: 

Figura 31 

Dados: os caminhos mm1mos 
originados em dois pontos A e B 
e a magnitude e direção dos veto­
res atuando em todos os pontos, 
determinamos os caminhos de mí­
nimo tempo (AB)t, (BA)t, (CD)t 
e (DC)t. 

Solução: 

a) determina-se o caminho 
(CD) 1 = (CD) 1; 

b) determina-se (AB) 1, (BA) t, 
(CD)t e (DC)t conforme discutido 
(figuras 31 e 32). 

r; 

r"' 
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r'" 
' 

1"' 
' 

Figura 32 

5 - CAMINHOS DE 
MíNIMO CUSTO: 
TERCEIRA 
PROPOSTA DE 
GENERALIZAÇÃO 
FACTíVEL DE 
PROGRAMAÇÃO 

Lindgren (1969) aponta que é 
possível obter uma nova configu­
ração para a distribuição de pon­
tos pi sobre uma curva plana xi. 
A representativa desta configura­
ção é marcada nas perpendiculares 
levantadas, em cada ponto de xü 
ao plano de xi (figura 33), subs­
tituindo a forma mais usada de se 
traçar as perpendiculares à curva 
no seu próprio plano (figura 34). 

t=J=ít11•,p)i,Z uwi·.Pli,l 
~ ··~ 

Figura 33 

DILUS/$ 01-~AV 

Figura 34 
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A superfície gerada na figura 33 
é cilíndrica e, portanto, desenvol­
vível, isto é, a superfície pode ser 
planificada. 

Seja, então, a distribuição sobre 
uma região, como mostra a figura 
35, a distribuição sendo a corres­
pondente ao diagrama de Huygens, 
por exemplo. Supomos que o cami­
nho mínimo indicado tenha se 
originado em A. É, assim, possível, 
determinar o caminho mínimo de 
um ponto B ao ponto A, traçando 
por B uma normal à isolinha mais 
próxima, encontrando-se o ponto 
b1. De b1 repetimos a construção, A 

traçando uma normal à isolinha 
que lhe é mais próxima. E desta 
forma sucessivamente até se atin­
gir o ponto A. Ab1B é o caminho 
mínimo de A para B. 

Figura 35 

O problema da generalização é 
a determinação do caminho míni­
mo entre dois pontos C e D. 

A 

lhe é mais prox1ma, b1b2 é a tan­
gente ao caminho no ponto bz e 
esta tangent~ é :perpendicular à 
tangente à isolinha que passa por 
b2. Isto é indicado na figura 35. 

Com centro em b1 e raio b1B 
giramos o ponto B até que ele per­
tença a b2b1. 

Figura 36 

A seguir, com centro em b2 e 
raios b2b1 e b2B', giramos b1 e B' 
até pertencerem a b3b2 (figura 37). 

Figura 37 

E assim, sucessivamente, até que 
todos os pontos se encontrem ali­
nhados em Ab4. Em nossas propostas anteriores 

relacionamos o caminho CD com 
a interseção de duas superfícies 
geradas como funções dos cami­
nhos mínimos originados em A e 
B. A projeção ortogonal sobre o 
plano dos caminhos da interseção 
das duas superfícies determinava 
CD. 

Considerando todos os caminhos 
originados em A, aplicando-se a 
transformação acima, obteremos 
um feixe de retas originado em A, 
com todas as distâncias bkb,,+l per­
manecendo inalteradas (figura 
38). 

Executemos, entretanto, uma 
Simples transformação dos elemen­
tos da figura 35, como a seguir 
indicado. B, é algum ponto na re­
gião e sabemos como determinar 
o caminho AB~> bk são as interse­
ções deste caminho com as isoli­
nhas entre A e B1• Como por b1 

traçamos a normal a isolinha que 
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Compara-se a configuração da 
figura 38 com a da figura 34. O 
que se tem é o correspondente ao 
método usual e nos propomos a 
modificar a configuração seme­
lhante à mostrada na figura 33. 

Ao plano de A e de sua isolinha 
mais próxima, nos pontos b4, c4 , 

d4, f4, etc., levantamos perpendi­
culares ao plano, obtendo-se uma 



Figura 38 

superfície cilíndrica. Esta superfí­
cie é, em seguida, planificada, o 
que se obtém retificando a isolinha 
mais próxima de A. O resultado 
obtido (figura 39) mantém uma 
relação biunívoca com o diagrama 
de Huygens. 

c o lo 

c, .----- bt lt 

c2 ~ b2 12 

v 13 
c 3 .__._------- 3 

b4 14 

/ .... 
I 

-

_____..isolinho 
/ 

D 

dt 

---C 

d2 

d3 

ominho mÍnimo 

isollnha ma1s prÓXimO 
de A, retificada 

Figura 39 

Sejam C e D dois pontos da 
região. Como se tem o desenvolvi­
mento de uma superfície cilíndrica 
e como nesta superfície a linha 
geodésica (caminho mínimo) en­
tre dois pontos se desenvolve como 
um segmento de linha reta, o ca­
minho mínimo procurado se repre­
senta no desenvolvimento (figura 
39) como o segmento de linha reta 
CD. Para obter a posição do cami­
nho mínimo na figura 35 basta 
encontrar a posição dos pontos bo, 
fo, etc., nos caminhos mínimos AB, 
AF, etc. (figura 40). 

Figura 40 

6 - CONCLUSÕES 

Lord Kelvin propôs, em um ar­
tigo publicado em Nature (1892), 
um método para a "mercatoriza­
ção" de superfícies não desenvol­
víveis. Por "mercatorização" se 
compreendeu como a necessidade, 
apenas, de se manter condições de 
conformalidade. Em essência, o 
método consistia em traçar duas 
famílias ortogonais de curvas na 
superfície, gerando quadrados de 
tamanho infinitesimal. O próximo 
passo era "alterar todos os quadra­
dos para um só tamanho e colocá­
los lado a lado". 

É óbvio que esta transformação 
é uma que estabelece uma relação 
biunívoca entre os pontos do plano 
e os pontos da superfície. A relação 
é uma de posição apenas, exceto 
pelas poucas propriedades referen­
tes a conformalidade. 

As idéias apresentadas nesta 
tese germinaram a partir da lei­
tura do trabalho de Lord Kelvin. 
Verifica-se o enorme potencial de 
aplicabilidade de leis, conceitos, 
propriedades na física, na geome­
tria, em problemas sócio-econômi­
cos ou que sejam afetados por fato­
res sociais e econômicos. A facti­
bilidade de se operar com espaços 
taxonômicos isomórficos com o 
espaço euclidiano é a demonstra­
ção mais objetiva desta afirmação. 
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Procurou-se, assim, aumentar o 
corpo de conhecimento da área da 
física-social, experimentando com 
problemas da área de transportes 
e pelos resultados do embasamento 
teórico resultante, temos confiança 
de que o objetivo foi alcançado. 

Dever-se-ia ampliar esta área, 
enriquecendo o instrumental do 
planejador que dispõe de enorme 
fonte de referência como provoca­
dora para a atividade criativa. 

Quanto ao uso abundante da 
expressão gráfica, justificamo-nos. 
A tecnologia e a especialização 
criam linguagens herméticas que 
se agravam por se endereçarem a 
temas esotéricos e/ou exóticos. O 
retorno ao simbolismo primitivo, 
que é o desenho, a geometria, alivia 
e ajuda, pois que, como afirmava 
Santarila, "operar com álgebra é 

como navegar com um compasso 
enquanto que com geometria é 
como navegar com um compasso, 
olhando a costa". 

O fecho para esta dissertação 
pode ser expresso de forma posi­
tiva, portanto. A observação visual 
da figura 10, no capítulo 2, ao 
qual se aplica a proposta de gene­
ralização desenvolvida no capítulo 
5 mostra que o objetivo é alcan­
çado. O que parecia inviável, exi­
gindo a repetição da construção 
dos caminhos a partir de todo e 
qualquer ponto no território na­
cional se torna factível e de forma 
direta e simples: a retificação dos 
caminhos mínimos originados em 
Brasília permitirá que se identifi­
que a posição dos caminhos origi­
nados em qualquer outro ponto 
geográfico. 
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SUMMARY 

This thesis has the purpose of identifying 
analogue themes in Physics and in Transport 
Planning, with emphasis in thc socioeconomic 
e,spects of the latter, cont;ril:mting to the 
creation of new knowledge in the broadest 
area of Social-Physics. 

Its main contribution is the presentation 
of a general solution of a problem that 
relates in the physica!I-.sodoeconomic space, 
variables that determine the connection 
between a selected point and any other point 
of the space, in order to make feasible, from 
that information, the connections between 
any two points of the same space. 

RÉSUMÉ 

La thêse propose l'identiflcation des thêmes 
analogues dans !e domaine de la Physique et 
du Planning de Transports. Les aspects 
socio-économiques de ce delrnier ont été 
abordés, et des informations nouve!les dans !e 
domaine de la Physique Sociale sont apparues. 

La principale contribution est une solution 
générique du probléme qui met en rapport, 
dans !'espace physico-socio-économique, des 
variables qui déterminent la liaison entre un 
point choisi et un point quelconque de !'espace. 
Par les informations ainsi obtenues on a pu 
établir Ies liaisons entre deux points quelcon­
ques d'un même espace. 
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