O teorema de Borsuk e aspectos
técnicos do modelo de potenciais

C. ERNESTO S. LINDGREN *

1. INTRODUCAO

déncia como instrumento para compreensdo da confi-

guracdo (“pattern”) espacial de fendmenos, maior
numero de conclusoes deverd conter algum tipo de dificuldade inter-
pretativa, particularmente associada aos aspectos técnicos que se dis-
cutem neste trabalho.

Até 1971 ndo era possivel evidenciar como resolver e eliminar o
surgimento das dificuldades, entretanto, com a implementacdo de uma
solucdo pratica do teorema de Borsuk, demonstrada por S. Ulam, que
até entdo era considerado como essencialmente um “teorema de exis-
téncia”, pode-se agora discutir e sugerir um meio direto e objetivo de
efetivamente utilizar o modelo de potenciais sem restrigdes interpre-
tativas.

N a medida em que o modelo de potenciais mais se evi-

2, 0 TEOREMA DE BORSUK

Enuncia-se: “existe um plano e apenas um plano que, simultanea-
mente, divide, em duas metades, trés distribuicdes espaciais quaisquer”,
A demonstracdo da “existéncia” de uma solucio é devida a Steinhaus
(1945), tendo sido, antes, generalizada por Stone e Tukey (1942) para
qualquer numero de distribuicdes.
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Lindgren (em Lindgren e Slaby, 1968, p. 55) confirma a exis-
téncia deste plano bissetor de trés distribuicdes, demonstrando que se
trata de plano pertencente ao espaco tridimensional bissetor de trés
outros espacgos tridimensionais concorrentes ao longo de uma reta. Os
trés espacos tridimensionais sdo aqueles gerados pelas trés distribuicoes
dadas. Como resultado de um esfor¢o comum no encontro da imple-
mentacdo da solucdo pratica de determinacéo de, pelo menos, o traco
do plano bissetor em uma das distribui¢ées que se pressupds ser do
tipo bidimensional euclidiano (plano) (Warntz, Lindgren, Bonfiglioli,
Lozano e Kiernan, 1971), apresentam uma discussao completa do pro-
blema, culminando com a proposi¢do de um programa de computacéo
que da a equacdo do traco (linha reta) do plano bissetor em uma &rea
plana que contém uma das distribui¢oes dadas. Em geral, esta distri-
buicédo seria a 4rea de uma regido sobre a qual se geram duas ou mais
distribuicées continuas. Este programa foi recentemente aperfeicoado
e se encontra em Lindgren (1976).

3. 0 MODELO POTENCIAL

Derivado do modelo gravitacional, tem como expressdo genérica

I_i P;/ dii‘, =+ P;i/d;
Ui= i=1
"J'=1 J; # ]

U, é uma medida da influéncia sobre um lugar i das populacdes de
(n — 1) pontos j dele distantes d;. A segunda parcela estima a influén-
cia que a populacao P; de i exerce sobre si mesma. A distincia d;; tem
sido estimada de varias formas: alguns autores sugerem d; = 1; outros,
como (Abler, Adams, Gould, 1971) sugerem que d;; seja tomado como
metade da distancia de i ao lugar j mais préximo; Stewart e Warntz
(1958) sugerem que dy seja igual & metade do raio de um circulo de
area igual a area do lugar i.

Propomos eliminar estas diferencas de adogdo de distancias varia-
veis, demonstrando a eventual escolha de uma distancia, por ser tecni-
camente mais correta. Este é o primeiro dos dois aspectos técnicos do
modelo que discutimos no trabalho; o segundo aspecto estd também
associado a esta disténcia, pois decorre da adogéo do célculo da distancia
como se propoe.

3.1. A Distancia du

Resolvemos a questdo da distidncia por simples exclusio. Suponha-
mos que se faca d; —1 como querem alguns autores. Perguntamos:
qual a unidade? Se as distancias d;; sdo dadas em quilémetros, d; =1
km, como aparece em (Anais, 1974). E ébvio que se as distancias dy
forem muito diferentes de 1 km (e geralmente o s2o), o valor do poten-
cial U; no lugar i sera proporcional a populacdo P, e, de fato (U; —Py),
eliminando-se as unidades, tende a zero. E o que se nota no trabalho
acima mencionado. Evidentemente, “dilui-se” a influéncia dos demais
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lugares j sobre i. Interpretado como um indicador de acessibilidade, o
potencial seria, pois, medido pelo préprio valor da populacdo de um
lugar e, nestas condicgOes, reverter-se-ia & condicdo da lei de Zipf. Como,
porém, o modelo potencial é sugerido como alternativa & lei de Zipf em
virtude de o6bvias limitacGes do conceito de primazia, reputamos como
inaceitavel a consideracdo de d; = 1 (unidade de distancia).

Tomemos a sugestio de ser d;; igual & metade da distancia do lu-
gar i do vizinho mais préximo. Para que nio se considere a adocdo
desta medida, basta propor o 6bvio: como expressar o potencial de uma
regido isolada? Sem vizinhos. Ocorreria, certamente, subdividir a regido
em subunidades, estimar o potencial de cada uma, tomando como dis-
tancia de uma subunidade a si mesma (seu d;;) a metade da distancia
4 subunidade mais préoxima e obter o somatoério dos potenciais parciais
obtidos. Se ao leitor ocorreu esta solucfo esti, entdo, raciocinando ao
longo da mesma linha adotada por Stewart e Warntz quando propuse-
ram que d; fosse igual & metade do raio do circulo de 4rea igual & 4rea
da regido total. Pois que, o que verificaram é que as distancias entre
as subunidades em que se dividiu a regido, na medida em que 0 niimero
de subunidades aumenta, aproxima-se da metade do raio do circulo de
4rea igual & 4rea da regifo total. Este problema ja havia sido resolvido
aritmeticamente quando se propds determinar a distdncia média de
todos os pontos de um circulo ao seu centro: esta distancia média é
igual 34 metade do raio do circulo.

Assim, utilizar como d; metade da distancia ao vizinho mais pré-
ximo s6 corresponderia ao caso em que todas as areas estejam, aproxi-
madamente, igualmente distanciadas (distancia entre centros de gravi-
dade) e tenham igual area.

Portanto, como solugdo para o primeiro aspecto técnico do modelo
potencial sugere-se que se adote como d; o valor da metade do raio
de um circulo de area igual a area A, da regido.

d; = (1/2vA,/3.14) f onde f é o fator de correcdo de Stewart e
Warntz para a relagdo o/f onde « e § sdo a maior e a menor distincias
de uma forma que se diferencia de uma circunferéncia.

3.2. |Influéncia de i Sobre si Mesma

A parcela P,/dy na expressdo do potencial é uma medida da in-
fluéncia que a populagio P, exerce sobre si mesma e é também uma
medida da acessibilidade do lugar i como funcéo de P; e d;.

Consideremos a regido ¢ abaixo, isolada, de area igual a 10 unida-
des, com uma populacido P = 20. Seu potencial seria dado por, apenas,

' uma parcela P;/dy;, ou seja,
= 20 N
9 P como d; = 1/2 \/10/4 — 0,89

V: = 20/0,8% = 22,5 unidades.
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Vamos agora subdividir a area em duas subunidades, com areas
A; =4 e A, = 6. Admitamos que as populac¢des sejam P, =8 e P, = 12,

d]2 = 2,5

e——

P, =8 P, =12 Estimemos o potencial em 1 em 2 com o
2

A =4 A, = 6 procedimento usual. Temos

2
U, = (d‘0 ) ( 0,57 ) = (4,8 4+ 14) = 18,8
U—(P1 ) ( )—(32—!—184)-—206

T \dy | da 069 - ’ ’

Verificamos que uma populacdo P,=—12 sobre uma area A;—=286
tem um potencial quase que igual ao de uma populagcdo de 20 sobre
uma area de 10. A conclusdo é de que area € uma variavel de extrema
importancia no valor do potencial. Nota-se que a maior contribuigéo
no potencial U, foi justamente a parcela correspondente & influéncia
da populacao sobre si mesma. Ao mesmo tempo devemos considerar que
o potencial em qualquer ponto da regido deve ser igual a 22,5 unidades,
isto é, o potencial total de uma populacio P = 20, seja como for ela
subdividida na regido, deve produzir um potencial de 22,5 unidades
em todos os seus pontos. Dai, de duas alternativas, uma é valida: ou
o potencial de 22,5 unidades estd superestimado ou o0s potenciais nas
subunidades 1 e 2 estdo subestimados. Este é o segundo aspecto técnico
que se deseja tratar.

Consultando o trabalho de Stewart e Warntz, verifica-se que o
potencial de 22,5 unidades para a regido como um todo estd superesti-
mado. Isto resultou do fato de ndo se ter modificado o valor de d;
pelo coeficiente f. Para o/f = 5/2 = 2,5, f = 1,06 e, entdo, U, = 20/
(0,89 x 1,06) — 21,2 unidades.

Da mesma forma, tanto U; como U, deverdo ser ajustados. Para
a subunidade 1, f = 1,0 para o/f — 1 e para a subunidade 2, f — 1,01
para o/f = 3/2 = 1,56. Entao, d; = (0,57) (1,0) = 0,57 e dz; = 0,69)
(1,01) = 0,70;

12

U; = 18,8 como antes e U, = (i =
0,70

): (32 + 17,1) = 203

Verificamos, assim, que a discrepincia decresce quando se leva em
conta o fator de correcdo f, proposto por Stewart e Warntz (obser-
vaclo: a discrepancia entre 20,6 e 20,3 é desprezivel no caso de popu-
lacoes 8 e 12; considere, entretanto, os potenciais para 800 mil e
1.200 mil).

Consideremos, agora, uma outra subdivisdo da regido. Desta vez
tomamos duas subunidades de igual area e igual populacdo. Em outras
palavras, fazemos a subdivisdo aplicando o teorema de Borsuk, E simples
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imaginar que entre o infinito nimero de segmentos que, passando pelo
centro de gravidade da regido, a divide em duas subunidades de igual
area, pelo menos um segmento também alocari a cada subunidade
populacéo igual & metade da populacdo total.

‘*‘”2 o> }

Para a/8=2,5/2, f=101¢e
Ab=5) A= 5

2 dyy = dge = (1/2 V'5/3,14) (1,01) = 0,64
P, =10\ P, = 10

I

U= U, = (10/2,5 + 10 /0,64) = 19,6

O que se tem aqui e qual o aspecto técnico a considerar? — O
fato de néo sabermos, com certeza, qual o valor mais exato do potencial
em qualquer ponto de uma regido. Devera ser 18,8 unidades na parte
da subunidade 1 ou devera ser 20,3 unidades quando se considera a
parte da subunidade 2. Chama-se a atencdo de que o potencial, no final
das contas, é o efeito de uma populacdo total P — 20 sobre uma area
A = 10. Neste caso, o valor mais provavel é aquele que nos da, aproxima-
damente, U; == 21,2. Nao diriamos que se escolheria, entao, o valor de
U; = 18,8, pois que U, = 20,3 pode néo ser, também, significativamente
diferente de U; = 21,2.

Nisto esta o cerne do problema: a subdivisio de uma regido deve
ser tal que o conjunto de valores do potencial em cada subunidade
obtida ndo seja significativamente diferente do valor do potencial esti-
mado para a regido como um todo.

O que se notou é que quando se dividisse a regido em subunidades
de igual area e igual populacdo, obtivemos para o potencial U; = U, =
= 19,6. Que ocorrera se tomamos trés, quatro, etc., subdivisdes de igual
area e populacéo?

Para o caso de trés subdivisGes, temos

1,67 1,67 1,67

Ay =333 | Ay =2333 | A; =333

7

Py = 667 | Py = 6,67 | Py =667
|

|
«— 1,67——>!

|

L— 1,67—>

Para a/B =2/1,67 = 1,2, f = 1,01

dyy = dog = dog = (1/2 V/3,33/3,14 ) (1,01) = 0,52

P, P3) P; ( 6,67 6,67) 6,67 _
- - =(4+2)+ 12,8 = 1
U (du + dys + diy 1,67 + 3,33 + 0,52 +2) +12,8 = 18,8

20,8

(P Py, B _(6,67 6,67) 6,67

P, P, ) P ( 6,67 6,67) 6,67
= (=L = = (2 1,28 = 18,8
Us ( + + 3335 T To7) T o5z = @TH 128 )

R. Bras. Geogr., Rio de Janeiro, 40(1) : 147-154, jan./mar., 1978 151



Nota-se que o valor do potencial na subunidade 2 é mais alto.
Uma natural conseqiiéncia do efeito combinado de influéncia de duas
areas, mais vizinhas delas que das subunidades extremas. Os resultados
globais nio sido, entretanto, muito discrepantes do valor U; —= 21,2, para
toda a regido.

Tomemos, agora, um caso extremo. Imagine a regifo com duas
subunidades de areas 1 e 9 e populacdes 8 e 12.

0,5 4,5

Para a/8 =2/1=,20. f=102e¢
P1 =8 Pz = 12
2 dy = (1/2 V'1/3,14) 1,02) = 0,29

A|1=1 Azzlg Para a8 = 4/2 =20, f = 102 e

—25 _+’ der = (12 V'9/3,14) (1,02) = 0,86
12 8 .
= +— = 276 = 324
Ui 2,5 T 0,29 48+ 27, 32,
8 12
Uz 2,5 + 0,86 8,2 + 14,0 '

Aqui estd o caso que deixa o usuario do modelo em dificuldade
na interpretacdo: uma subunidade pequena, com populacdo menor que
a de outra subunidade de area bem maior, com um potencial maior
que a subunidade de maior tamanho. E o que ocorre, por exemplo,
quando se calcula o potencial de um municipio como Sdo Jodo de
Meriti, numa regido que contém o municipio do Rio de Janeiro.

Nos parece evidente que o valor U; — 324 estd superestimado e
o valor U, = 17,2 estd subestimado. Conseqiiéncia da concentracao
pressuposta para a populacdo de cada subunidade.

O problema técnico de interpretacio reside justamente neste ponto:
nao se trata de determinar o potencial na subunidade apenas; trata-se
de estimar valores do potencial em uma subunidade, de forma que
estes valores ndo se diferenciam significativamente do potencial esti-
mado quando se considera a regifo como um todo.

4. COMENTARIOS

4.1. Deve ser observado que o potencial estimado para cada uma
de 7 unidades em que se divide uma regido, leva em conta o efeito
da populacdo total da regido, entretanto subdividida, alocada a cada
subunidade. A imprépria alocacao de partes da populacao total a subu-
nidades altamente diferenciadas em area induz a dificuldade de inter-
pretacdo e de discrepantes variagoes do potencial na regido.

4.2. Discrepancias sempre ocorrem quando néo se leva em consi-
deracao o fator de correcdo das distdncias d;;, conforme proposto por
Stewart e Warntz.

4.3. A eliminac8o das discrepancias parece ocorrer quando:

a) se introduz o fator de correcéo;
b) quando se considera a regido subdividida em unidades de iguais
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4reas e de iguais populactes; recomenda-se, portanto, a prévia aplica-
céo do teorema de Borsuk, ignorando-se as subunidades politico-admi-
nistrativas, se for o caso.

4.4, Deve-se sempre ter em mente que o modelo néo se propde a
estimar apenas o potencial em uma dada subunidade da regidao; o
modelo se propbe a expressar o valor do potencial da regifo como um
todo.

4.5. N&do ha nenhuma restricio de que, dada uma subdivisdo
politico-administrativa com unidades a, b, ¢, d etc., e populacdes Ps,
P, P, Py, etc., o potencial, isto é, influéncia exercida, por um membro
da populaciio de P, seja medida associando-o a érea da unidade a; o
que importa é a sua posicdo geografica na regifio e, portanto, sua dis-
tancia a todos os outros membros da populacio total Py <4 Py 4~ Pe -~
4 =P

Teoricamente, portanto, se associacdo de membro da populagio &
area deve ser considerada e se verifica que Area é varidvel importante
na estimativa da influéncia daquele componente da populagio sobre si
mesmo, procede pressupor-se igual 4rea para cada componente da
populacéo.

A variacéo ideal do potencial na regifio seria, entéo, obtida quando
se considerasse a regifo subdividida em um numero de unidades igual
a populacido total da regifo. Seria absurdo considerar-se esta idealiza-
cdo livre de restricOes: a existéncia de areas nfo habitadas ou inabi-
taveis estakelece limites as observacbes aqui feitas; a concentracdo
constatada, de numeroso agregado populacional em pequena area ou
a dispers@o de reduzido ntimero de pessoas em amplas areas, deve,
obviamente, ser apropriadamente considerada.

4.6. Se posicio geografica é o fator mais importante, a aplicagdo
do modelo potencial se processa sob condi¢des mais favoraveis quando
a populacfo é representada por uma distribuicdo percentual.

Em geral, neste tipo de distribuicdo, um ponto representa um
niimero X de habitantes. A proximidade dos pontos did uma idéia da
concentracio ou da dispersdo do agregado populacional,
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